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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ
Êóðñ "Ñïåöèàëüíàß òåîðèß îòíîñèòåëüíîñòè"(ÑÒÎ) êàê áàçîâûé ñïåö-
êóðñ áûë âêëþ÷åí â ïðîãðàììó îáó÷åíèß ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà â 1960 ãîäó â ïðîöåññå ñîçäàíèß êàôåäðû òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå. Ïåðâîíà÷àëü-
íî ïðîãðàììà êóðñà ïðåäïîëàãàëà èçëîæåíèå êëàññè÷åñêèõ îñíîâ
ÑÒÎ: ðåëßòèâèñòñêîé êèíåìàòèêè, äèíàìèêè è òåîðèè ïîëß. Îä-
íàêî, â øåñòèäåñßòûå è ñåìèäåñßòûå ãîäû ïðîøåäøåãî ñòîëåòèß â
ðåëßòèâèñòñêîé òåîðèè îñîáûé ñòàòóñ ïðèîáðåëà òåîðèß ìíîãî÷à-
ñòè÷íûõ ñèñòåì, è ïðîãðàììà êóðñà ÑÒÎ áûëà ïðèâåäåíà â ñîîò-
âåòñòâèå ñ òðåáîâàíèßìè âðåìåíè. Ýòî ñîáûòèå â áîëüøîé ñòåïåíè
áûëî èíèöèèðîâàíî Í.À.×åðíèêîâûì, îäíèì èç îñíîâîïîëîæíèêîâ
ðåëßòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, ëåêöèè è äîêëàäû êîòîðîãî
õîðîøî ïîìíßò ñîòðóäíèêè êàôåäðû. Ðàçðàáîòêà ðàñøèðåííîé êîí-
öåïöèè êóðñà ÑÒÎ è ïîäãîòîâêà ïåðâîãî áàçîâîãî êóðñà ëåêöèé áûëà
âûïîëíåíà Þ.Ã.Èãíàòüåâûì è Ã.Ã.Èâàíîâûì. Êóðñ ëåêöèé ïîñòîßí-
íî ìîäèôèöèðóåòñß, îäíàêî, ïðîãðàììà êóðñà îñòàëàñü ïðàêòè÷åñêè
íåèçìåííîé. Ïðîãðàììà êóðñà ÑÒÎ ðàññ÷èòàíà íà äâà ñåìåñòðà è
âêëþ÷àåò äâà ðàçäåëà:
(1) Ðåëßòèâèñòñêàß êèíåìàòèêà, äèíàìèêà è òåîðèß ïîëß
1.1. Èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûå è ãåîìåòðè÷åñêèå îñíîâû ÑÒÎ
1.2. Ðåëßòèâèñòñêàß êèíåìàòèêà
1.3. Ðåëßòèâèñòñêàß ìåõàíèêà
1.4. Ðåëßòèâèñòñêàß òåîðèß ïîëß
(2) Ðåëßòèâèñòñêàß òåîðèß ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì
2.1. Ðåëßòèâèñòñêàß êèíåòè÷åñêàß òåîðèß
2.2. Ðåëßòèâèñòñêàß ãèäðîäèíàìèêà
2.3. Ðåëßòèâèñòñêàß òåîðèß ïëàçìû
2.4. Ðåëßòèâèñòñêàß ýëåêòðîäèíàìèêà ñïëîøíûõ ñðåä
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Ìàòåðèàë ïåðâîãî ðàçäåëà ïðåäåëüíî øèðîêî ïðåäñòàâëåí â ìè-
ðîâîé ó÷åáíî-íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, îäíàêî, ëèøü ìàëàß ÷àñòü ñîâðå-
ìåííûõ êíèã ïî ðåëßòèâèñòñêîé òåîðèè íàïèñàíà íà ðóññêîì ßçû-
êå èëè ïåðåâåäåíà íà íåãî. Ñðåäè ðåêîìåíäóåìûõ êíèã, èçäàííûõ
íà ðóññêîì ßçûêå, ñëåäóåò âûäåëèòü ó÷åáíèêè è ìîíîãðàôèè [1-6].
Ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçëîæåíèß ìàòåðèàëà âòîðîãî ðàçäåëà, ê ñîæàëå-
íèþ, ïîêà íåò. Îïóáëèêîâàííûå ê íàñòîßùåìó âðåìåíè íàó÷íûå ìî-
íîãðàôèè [7-15], áîãàòûå â èäåéíîì è ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå, ßâëßþò-
ñß áèáëèîãðàôè÷åñêîé ðåäêîñòüþ, à êëàññè÷åñêèå ó÷åáíèêè [16-18]
óäåëßþò ðåëßòèâèñòñêèì àñïåêòàì ïðîáëåìû ëèøü íåñêîëüêî ïà-
ðàãðàôîâ. Ïðèíèìàß òàêæå âî âíèìàíèå ñîñòîßíèå äåë ñ äðóãèìè
ñïåöêóðñàìè, ìåòîäè÷åñêèé ñîâåò êàôåäðû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
è ãðàâèòàöèè Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà ïðèíßë ðåøåíèå ïîäãîòîâèòü
ñåðèþ ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê ñ ãðèôîì "Êîíñïåêòû ëåêöèé çà-
ôèêñèðîâàâ òàêèì îáðàçîì äîñòèæåíèß è ìíîãîëåòíèé îïûò âåäó-
ùèõ ëåêòîðîâ êàôåäðû ÒÎèÃ.
Ïðåäëàãàåìîå âíèìàíèþ ÷èòàòåëß ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïî ðåëß-
òèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå ßâëßåòñß âòîðûì èçäàíèåì èç óïîìßíó-
òîé ñåðèè. Ïåðâûì ñòàëî ïîñîáèå [19], êîòîðîå íàðßäó ñ ìîíîãðàôè-
ßìè [20,21] ÷àñòè÷íî ðåøàåò ïðîáëåìó ìåòîäè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèß
êóðñà ÑÒÎ. Â êîíöå êàæäîé ëåêöèè ñôîðìóëèðîâàíû óïðàæíåíèß,
ñàìîñòîßòåëüíîå âûïîëíåíèå êîòîðûõ ïîìîæåò ñëóøàòåëþ îâëàäåòü
îñíîâàìè ðåëßòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêè è ñâßçàòü íîâûå çíàíèß ñ
ïðåäñòàâëåíèßìè î êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå.
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ËÅÊÖÈß 1
ÔÅÍÎÌÅÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ
ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÉ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ.
ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß
Òåðìèí ðåëßòèâèñòñêàß ãèäðîäèíàìèêà ïðèìåíßåòñß ê òåîðèè ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèõ äâèæåíèé æèäêîñòè è ãàçà â òîì ñëó÷àå, åñëè â îñ-
íîâó òåîðèè ïîëîæåíû ðåëßòèâèñòñêè èíâàðèàíòíûå ýâîëþöèîííûå
óðàâíåíèß. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåëßòèâèñòñêàß ãèäðîäèíàìèêà êàê
ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü ìîæåò áûòü àäåêâàòíî ïðèìåíåíà è ê êëàñ-
ñè÷åñêèì íåðåëßòèâèñòñêèì òå÷åíèßì, è ê ïîòîêàì ÷àñòèö ñ óëü-
òðàðåëßòèâèñòñêèìè ýíåðãèßìè, è ê ñèñòåìàì ÷àñòèö, äëß êîòîðûõ
ñðåäíßß êèíåòè÷åñêàß ýíåðãèß è ýíåðãèß ïîêîß îêàçûâàþòñß îäíî-
ãî ïîðßäêà. Ñòèìóëîì ê ñîçäàíèþ è ðàçâèòèþ ðåëßòèâèñòñêîé ãèä-
ðîäèíàìèêè êàê ðàçäåëà ðåëßòèâèñòñêîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä
ïîñëóæèëè â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîáëåìû àñòðîôèçè÷åñêîãî è êîñìî-
ëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, îäíàêî, âî âòîðîé ïîëîâèíå 20 âåêà ê íèì
äîáàâèëèñü ïðîáëåìû ôèçèêè âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû, ôèçè-
êè óñêîðèòåëåé, ôèçèêè ìíîæåñòâåííîãî ðîæäåíèß ïðè ñòîëêíîâå-
íèè ÷àñòèö âûñîêèõ ýíåðãèé, à òàêæå ïðîáëåìû ëàçåðíîé ôèçèêè
[9].
Êðóïíåéøèìè âåõàìè â èñòîðèè ñîçäàíèß ðåëßòèâèñòñêîé ãèäðî-
äèíàìèêè ïðèíßòî ñ÷èòàòü ðàáîòû Ýêêàðòà [22], Ëèõíåðîâè÷à [23,24],
Äå Ãðîîòà (è åãî êîëëåã)[25], Ëàíäàó è Ëèôøèöà [26], Ñèíãà [27],
Èçðàýëß [28], Ñòüþàðòà [29], ×åðíèêîâà [30]. Ïîñëå ôîðìèðîâàíèß
îñíîâ òåîðèè íàñòóïèëî âðåìß èíòåíñèâíîãî èññëåäîâàíèß ðåëßòè-
âèñòñêèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñàìûìè èçâåñòíûìè èç êîòî-
ðûõ ßâëßþòñß ìîäåëè èäåàëüíîé, âßçêîé, òåïëîïðîâîäßùåé, ñâåðõ-
òåêó÷åé è çàðßæåííîé æèäêîñòè. Ñïåöèôè÷åñêèå óðàâíåíèß ñîñòîß-
íèß ïðèäàþò ýòèì ìîäåëßì èíäèâèäóàëüíîñòü, íî åñòü è òî, ÷òî îáú-
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åäèíßåò âñå ýòè ìîäåëè, à èìåííî, îáùåêîâàðèàíòíûé ôîðìàëèçì
îïèñàíèß, ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèß è îïðåäåëåíèß áàçîâûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ âåëè÷èí.
1.1. ×åòûðåõìåðíûé âåêòîð ñêîðîñòè íàáëþäàòåëß
×åòûðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè íàáëþäàòåëß V i åñòü áàçî-
âûé ýëåìåíò îïèñàíèß äâèæåíèß ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (äëß
êðàòêîñòè ñëîâà "÷åòûðåõìåðíîå"è "íàáëþäàòåëß"â äàëüíåéøåì íå
áóäóò èñïîëüçîâàòüñß). Âåêòîð V i íåïðåìåííî âðåìåíèïîäîáåí è íîð-
ìèðîâàí íà åäèíèöó, ò.å., gikV iV k = 1. Åñëè íàáëþäàòåëü äâèæåòñß
"ñîãëàñîâàííî"ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (íèæå ìû ðàñøèô-
ðóåì ýòîò òåðìèí), òî ó âåêòîðà ñêîðîñòè ïîßâëßåòñß îñîáûé ñòà-
òóñ - ñòàòóñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè èëè, èíà÷å ãîâîðß, ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè äâèæåíèß ñèñòåìû â öåëîì. Â äàëüíåéøåì
ìû ïîçíàêîìèìñß ñ äâóìß íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè îïðåäåëåíèß-
ìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè: îïðåäåëåíèßìè Ýêêàðòà è Ëàíäàó-
Ëèôøèöà.
Íàëè÷èå âåêòîðíîãî ïîëß V i äåëàåò âûäåëåííûìè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå âðåìåíèïîäîáíîå íàïðàâëåíèå è ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíóþ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü Σ, îðòîãîíàëüíóþ ýòîìó íàïðàâëåíèþ. Ïðîåêòèðî-
âàíèå ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà íà ãèïåðïîâåðõíîñòü Σ îñóùåñòâëßåòñß
ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà
∆ik ≡ gik − ViVk , (1)
êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
∆ikV
k ≡ 0 , ∆ik∆ij = ∆jk , ∆kk = 3 , (2)
ïîçâîëßþùèìè íàçâàòü åãî ïðîåêòîðîì.
1.2. Âåêòîð ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö
×åòûðåõìåðíûé âåêòîð N i â ñèëó ðßäà èñòîðè÷åñêèõ ïðè÷èí íàçû-
âàåòñß âåêòîðîì ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö. Ïî îïðåäåëåíèþ îí âðåìåíè-
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ïîäîáåí, ò.å., gikN iNk > 0. Ñêàëßð
n ≡ N iVi (3)
ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà, ôèêñèðóåìîå
íàáëþäàòåëåì, äâèæóùèìñß ñî ñêîðîñòüþ V i. Ïðîñòðàíñòâåííîïî-
äîáíûé âåêòîð
J i ≡ ∆ikNk = N i − nV i (4)
îïèñûâàåò äåôåêò ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö, êîòîðûé çàâèñèò îò ñêîðî-
ñòè ïåðåìåùåíèß íàáëþäàòåëß, ïåðåñ÷èòûâàþùåãî ÷àñòèöû. Â ñèëó
(3) è (4) ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð N i ðàçáèâàåòñß íà ïðîäîëüíóþ è
ïîïåðå÷íóþ îòíîñèòåëüíî V i ñîñòàâëßþùèå
N i = nV i + J i . (5)
Åñëè ãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò,
òî ââîäßòñß âåêòîðû N i(a) äëß êàæäîé èç íèõ, èíäåêñ (a) ïðè ýòîì
ñîðòèðóåò êîìïîíåíòû. Â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè, âûïîëíßþ-
ùåãîñß äëß ÷èñëà ÷àñòèö, ïîëíûé ïîòîê ÷èñëà ÷àñòèö åñòü ñóììà
ïàðöèàëüíûõ ïîòîêîâ, ñëåäîâàòåëüíî,
N i =
∑
(a)
N i(a) . (6)
Òîãäà ïàðöèàëüíûå ïëîòíîñòè
n(a) ≡ N i(a)Vi (7)
òàêæå àääèòèâíî âõîäßò â ïîëíóþ ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö
n =
∑
(a)
n(a) , (8)
÷òî ïîçâîëßåò ââåñòè ñêàëßðû êîíöåíòðàöèè x(a) è âåêòîð ïîòîêà
äèôôóçèè I i(a) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé
n(a) = x(a)n ,
∑
(a)
x(a) = 1 , (9)
N i(a) = x(a)N
i + I i(a) , I
i
(a)Vi = 0 ,
∑
(a)
I i(a) = 0 . (10)
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1.3. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà
Òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà T ik â ðàìêàõ ðåëßòèâèñòñêîé ãèäðîäèíà-
ìèêè ðàññìàòðèâàåòñß êàê ñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Ñ ïîìîùüþ âåê-
òîðà ñêîðîñòè V l è ïðîåêòîðà ∆jl ñîñòàâèì âñå âîçìîæíûå íåçàâè-
ñèìûå ñâåðòêè ýòîãî òåíçîðà.
1.3.1. Ïîòîê ýíåðãèè - èìïóëüñà
pii ≡ T ikVk . (11)
1.3.2. Ñêàëßðíàß ïëîòíîñòü ýíåðãèè
W ≡ T ikViVk = piiVi . (12)
1.3.3. Âåêòîð Ïîéíòèíãà
I i ≡ T jlVj∆il = ∆ijT jlVl , I iVi = 0 . (13)
1.3.4. Òåíçîð íàïðßæåíèé
P ik ≡ ∆ijT jl∆kl . (14)
Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèé (11)-(14) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñß
ñàì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà
T ik = WV iV k + V iIk + V kI i + P ik , (15)
à òàêæå âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè - èìïóëüñà
pii = WV i + I i. (16)
1.3.5. Óäåëüíàß ïëîòíîñòü ýíåðãèè
Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ÷àñòî âûðàæàþò ÷åðåç ñêàëßð e
e ≡ W
n
, (17)
ïðåäñòàâëßþùèé ñîáîé ýíåðãèþ, ïðèõîäßùóþñß íà îäíó ÷àñòèöó,
èëè èíà÷å - óäåëüíóþ ýíåðãèþ.
1.3.6. Ïàñêàëåâñêîå äàâëåíèå
Òåíçîð íàïðßæåíèé â ãèäðîäèíàìèêå ïðèíßòî ðàñêëàäûâàòü íà ñêà-
ëßð Ïàñêàëåâñêîãî äàâëåíèß P è òåíçîð àíèçîòðîïíîãî äàâëåíèß Πik
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P ik = −P ∆ik +Πik . (18)
Èç òåíçîðà àíèçîòðîïíîãî äàâëåíèß Πik ìîæíî âûäåëèòü áåññëåäî-
âóþ ÷àñòü Πik(0)
Πik(0) ≡ Πik −
1
3
∆ikΠ , (19)
ãäå Π ≡ Πll - ñëåä òåíçîðà Πik.
1.3.7. Ýíòàëüïèß
Èç ïëîòíîñòè ýíåðãèè è Ïàñêàëåâñêîãî äàâëåíèß ìîæíî ïîñòðîèòü
âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó - òåïëîñîäåðæàíèå èëè ýíòàëüïèþ H:
H ≡W + P , (20)
à òàêæå óäåëüíóþ ýíòàëüïèþ h:
h ≡ H
n
= e+
P
n
. (21)
1.3.8. Âåêòîð ïîòîêà òåïëà
Ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü ðàçíîñòè ìåæäó ïîòîêîì ýíåðãèè - èìïóëü-
ñà pii è ïîòîêîì ýíòàëüïèè hN i ïðèíßòî íàçûâàòü âåêòîðîì ïîòîêà
òåïëà I i(q):
I i(q) ≡ ∆ik
(
pik − hNk) = ∆ik (T klVl − hNk) = I i − hJ i. (22)
1.4. Âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè
Âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè Si ïðèçâàí ñâßçàòü ãèäðîäèíàìèêó ñ òåðìî-
äèíàìèêîé. Êàê ëåãêî ïðåäñêàçàòü, ñàìîñòîßòåëüíûé ñìûñë èìåþò
ñêàëßð ýíòðîïèè S
S ≡ SiVi , (23)
óäåëüíàß ýíòðîïèß s
s ≡ S
n
, (24)
à òàêæå ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíàß ÷àñòü âåêòîðà ïîòîêà ýíòðîïèè
I i(s)
I i(s) ≡ Si − sN i , I i(s)Vi = 0 . (25)
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Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó îïðåäåëåíèþ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåðìîäè-
íàìèêè âåêòîð I i(s) âûðàæàåòñß ÷åðåç âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà I i(q) è
âåêòîðû äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ (åñëè ãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà
ñîäåðæèò íåñêîëüêî êîìïîíåíò):
I i(s) =
1
T
I i(q) −∑
(a)
µ(a)I
i
(a)
 . (26)
Çäåñü T - òåìïåðàòóðà, à µ(a) - õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë êîìïîíåíòû
ñîðòà (a). Åñëè ãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà ãîìîãåííà, òî I i(a) = 0,
è òîãäà
Si = sN i +
1
T
I i(q) . (27)
1.4.1. Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè
Ôîðìóëó (26) ïðèíßòî íàçûâàòü ôîðìóëîé Ýêêàðòà. Ïîñêîëüêó âåð-
ñèß Ýêêàðòà ðåëßòèâèñòñêîé òåîðèè íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ñòîëê-
íóëàñü ñ ïðîáëåìîé íàðóøåíèß ïðè÷èííîñòè, Èçðàýëåì è Ñòüþàð-
òîì áûëà ñîçäàíà òàê íàçûâàåìàß ïðè÷èííàß (causal) ðåëßòèâèñò-
ñêàß òåðìîäèíàìèêà. Ýòà òåîðèß èçâåñòíà òàêæå ïîä íàçâàíèßìè
ðàñøèðåííàß (extended) òåðìîäèíàìèêà, òåðìîäèíàìèêà âòîðîãî ïî-
ðßäêà (second-order) è ïåðåõîäíàß (transient) òåðìîäèíàìèêà [31,32].
Ïðè÷èííàß ðåëßòèâèñòñêàß òåðìîäèíàìèêà ñòàëà îáîáùåíèåì íåðå-
ëßòèâèñòñêîé òåîðèè Ìàêñâåëëà - Êàòòàíåî [33]. Ïî âåðñèè Èçðàýëß
è Ñòüþàðòà èçáåæàòü íàðóøåíèß ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè óäàåòñß â
òîì ñëó÷àå, åñëè â ôîðìóëå (27) ïîä s ïîíèìàòü âåëè÷èíó
s→ s(eq) − 1
2nT
(
β0 Π
2 − β1 glkI l(q)Ik(q) + β2 Πlm(0)Πkn(0)glkgmn
)
, (28)
à ïîä I i(q) - âåêòîð
I i(q) → I i(q) +
α0
T
ΠI i(q) +
α1
T
Πik(0)I
l
(q)gkl . (29)
Òðè ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòà β0, β1, β2 îïèñûâàþò, ñî-
îòâåòñòâåííî, ñêàëßðíûé, âåêòîðíûé è òåíçîðíûé äèññèïàòèâíûå
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âêëàäû â ïîëíûé ñêàëßð ýíòðîïèè. Êîýôôèöèåíòû α0, α1 ïðèçâàíû
îïèñàòü ñâßçü òåïëîïðîâîäíîñòè è âßçêîñòè. Âñå ïßòü ïåðå÷èñëåí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ÷èòàþòñß ôóíêöèßìè òåìïåðàòóðû è ïëîòíî-
ñòè ÷èñëà ÷àñòèö. Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà "òåðìîäèíàìèêà âòîðîãî
ïîðßäêà"íàðßäó ñ òåðìèíîì "ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà"ìîòèâèðîâàíî
òåì, ÷òî ñêàëßð ýíòðîïèè ñîäåðæèò âêëàäû, êâàäðàòè÷íûå îòíîñè-
òåëüíî íåîáðàòèìûõ ïîòîêîâ. Ñèìâîë s(eq) èñïîëüçîâàí â (28) äëß
òîãî, ÷òîáû ßâíî îáîçíà÷èòü ÷àñòü, ëèíåéíóþ ïî òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèì ïîòîêàì, à ïîòîìó ïðåäñòàâëßþùóþ ñîáîé îäíî èç ãëàâíûõ
äåéñòâóþùèõ ëèö â ðàâíîâåñíîé (equilibrium) òåðìîäèíàìèêå.
1.4.2. Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
Ïîñêîëüêó ïîíßòèå ýíòðîïèè âîâëåêëî â ðàññìîòðåíèå òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû µ(a), íàïîìíèì, ÷òî ñêàëßð ïîëíîãî õèìè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìû çàäàåòñß ñîîòíîøåíèåì
M≡∑
(a)
x(a)µ(a) = h− Ts . (30)
Ýòî îïðåäåëåíèå áîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñß â âèäå òåðìîäèíàìè÷åñêî-
ãî ðàâåíñòâà
Ts = e+
P
n
−∑
(a)
x(a)µ(a) . (31)
1.5. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñêîðîñòü. Îïðåäåëåíèå Ýêêàðòà
Êàæåòñß âïîëíå åñòåñòâåííûì, ÷òî äëß îïèñàíèß äâèæåíèß ñèñòåìû
êàê öåëîãî âåêòîðó V i ñëåäóåò ïðèäàòü ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ñìûñë,
ñîãëàñîâàâ åãî ñ îäíèì èç òðåõ îáúåêòîâ: âåêòîðîì ïîòîêà ÷èñëà
÷àñòèö N i, òåíçîðîì ýíåðãèè - èìïóëüñà T ik èëè âåêòîðîì ïîòîêà
ýíòðîïèè Si. Îïðåäåëåíèå Ýêêàðòà ñâßçàíî êàê ðàç ñ ïåðâûì èç
íèõ:
U i ≡ N
i
√
NkNk
. (32)
11
Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñêàëßð ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö îêàçûâàåòñß
ðàâíûì
n = N iUi =
√
NkNk , (33)
âåêòîð J i èñ÷åçàåò, è ñàì âåêòîð N i ñòàíîâèòñß ïàðàëëåëüíûì âåê-
òîðó ñêîðîñòè
N i = nU i. (34)
Òîãäà, ñîãëàñíî (22), âåêòîð Ïîéíòèíãà ñîâïàäàåò ñ òåïëîâûì ïîòî-
êîì I i = I i(q), à âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè îäíîêîìïîíåíòíîé ñðåäû â
ëèíåéíîé òåîðèè Ýêêàðòà ïðèíèìàåò âèä
Si = snU i +
1
T
I i(q) . (35)
1.6. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñêîðîñòü. Îïðåäåëåíèå Ëàíäàó -
Ëèôøèöà
Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû λi(α) è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß Ω(α)
òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà T ik, óäîâëåòâîðßþùèå ïî îïðåäåëåíèþ
ñîîòíîøåíèßì
T ikλ
k
(α) = Ω(α)λ
i
(α) , (36)
det
(
T ik − Ω(α)δik
)
= 0 . (37)
Åñëè ñîáñòâåííûé âåêòîð λi(α) íåèçîòðîïåí, òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
Ω(α) òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñ ïîìîùüþ ñâåðòîê
Ω(α) = Tik
λi(α)λ
k
(α)
λs(α)λs(α)
. (38)
Åñëè {λi(α)} ñîñòàâëßþò îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåèçîòðîïíûõ âåêòî-
ðîâ, ò.å.,
gikλ
i
(α)λ
k
(β) = 0 , (α) 6= (β) , (39)
òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå
T ik =
3∑
(β)=0
Ω(β)
λi(β)λ
k
(β)
λs(β)λs(β)
. (40)
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Ñîãëàñíî òðåáîâàíèßì, ïðåäúßâëßåìûì ê òåíçîðó ýíåðãèè - èìïóëü-
ñà ìàòåðèàëüíîé ñðåäû, îäèí èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñêàæåì λi(0),
îáßçàí áûòü âðåìåíèïîäîáíûì, à òðè îñòàëüíûõ - ïðîñòðàíñòâåí-
íîïîäîáíûìè. Òîãäà ýòîò ñîáñòâåííûé âåêòîð ìîæíî íîðìèðîâàòü
íà åäèíèöó (λs(0)λs(0) = 1), íàçâàòü åãî ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòüþ
ïî îïðåäåëåíèþ Ëàíäàó-Ëèôøèöà è îáîçíà÷èòü ñèìâîëîì U i. Ïðè
ýòîì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Ω(0) ñîâïàäåò ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè W ,
÷òî ëåãêî ïîäòâåðäèòü ôîðìóëàìè (12),(36)-(40). Òàêîå îïðåäåëåíèå
âåäåò ê ðßäó óïðîùåíèé. Íàïðèìåð, ïîòîê ýíåðãèè - èìïóëüñà
pii = T ikUk = WU
i (41)
ñîäåðæèò òîëüêî ïðîäîëüíóþ ÷àñòü, à åãî ïðîñòðàíñòâåííàß ÷àñòü
I i - âåêòîð Ïîéíòèíãà - èñ÷åçàåò. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî
òåïëîâîé ïîòîê ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó J i
I i(q) = −hJ i . (42)
Òîãäà âåêòîð ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö âûðàæàåòñß ÷åðåç òåïëîâîé ïîòîê
N i = nU i − 1
h
I i(q) , (43)
òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà çàìåòíî óïðîùàåòñß
T ik = WU iUk + P ik = WU iUk − P∆ik +Πik , (44)
à âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè (27) îäíîêîìïîíåíòíîé ñðåäû â òåîðèè
Ýêêàðòà âûðàæàåòñß ÷åðåç õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ:
Si = snU i +
µ
hT
I i(q) . (45)
Òðè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèß, îòâå÷àþùèå òðåì ïðîñòðàíñòâåííîïî-
äîáíûì âåêòîðàì, ñâßçàíû ñî ñêàëßðàìè äàâëåíèß P(α):
Ω(α) = −P(α) . (46)
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Â îáùåì àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå ñêàëßðû äàâëåíèß ðàçëè÷íû, îäíàêî,
åñëè
P(1) = P(2) = P(3) ≡ P , (47)
òî â ñèëó ñîîòíîøåíèß
3∑
(β)=1
λi(β)λ
k
(β)
λs(β)λs(β)
= −gik + U iUk = −∆ik (48)
ìû íåïðåìåííî ïîëó÷èì, ÷òî
T ik = WU iUk −∆ikP . (49)
Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâåííî èçîòðîïíîé æèäêîñòè
P = −1
3
∆ikT
ik . (50)
Ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ðàâíûé ñóììå åãî ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä
T kk = W − 3P . (51)
Ñîîòíîøåíèå W = 3P , èçâåñòíîå êàê óðàâíåíèå ñîñòîßíèß óëüòðà-
ðåëßòèâèñòñêîé æèäêîñòè, ñîïðßæåíî, òàêèì îáðàçîì, ñ ðàâåíñòâîì
íóëþ ñëåäà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà.
1.7. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â ðåëßòèâèñòñêîé ãèä-
ðîäèíàìèêå
Êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ëþáîãî òåíçîðíîãî îáúåêòà L, îáî-
çíà÷àåìóþ ñèìâîëîì L;i, êàê îáû÷íî, ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ïðî-
äîëüíîé è ïîïåðå÷íîé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñêîðîñòè V i ñîñòàâëß-
þùèõ:
L;i = Vi DL+∇iL , (52)
ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèß
DL ≡ V kL;k , ∇iL ≡ ∆kiL;k , V i∇i = 0 . (53)
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Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèß D, ßâëßþùèéñß ïðîèçâîäíîé ïî íà-
ïðàâëåíèþ, çàäàííîìó âåêòîðîì ñêîðîñòè V i, ïðèíßòî íàçûâàòü êîí-
âåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé [8], à îïåðàòîð ∇i - ïðîñòðàíñòâåííîé ïðî-
èçâîäíîé. Ñìûñë òåðìèíîâ ñòàíîâèòñß î÷åâèäíûì, åñëè ïåðåéòè ê
ëîêàëüíî ëîðåíöåâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà [8], â êîòîðîé íàáëþäàòåëü ïî-
êîèòñß, âåêòîð ñêîðîñòè èìååò âèä
V i = δi0 , (54)
à ñèìâîëû Êðèñòîôôåëß îáðàùåíû â íóëü â çàäàííîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà - âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð D îêàçûâàåòñß ïðî-
ïîðöèîíàëüíûì ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, à îïåðàòîð ∇i áóäåò ñî-
äåðæàòü ïðîèçâîäíûå òîëüêî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
Ó.1.1. Íàéòè ñâßçü ìåæäó êîíâåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé D è êëàññè÷å-
ñêîé "ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè" ddt .
Ó.1.2. Äîêàçàòü ôîðìóëó (48).
Ó.1.3. Íàéòè ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà èçîòðîïíîãî ïîëß, ïðåäñòàâëåííîãî ôîðìóëàìè
T ij = Wkikj , kiki = 0 .
Ó.1.4. Íàéòè ðàçíîñòü âåêòîðîâ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè Ëàíäàó
- Ëèôøèöà è Ýêêàðòà; ïîêàçàòü, ÷òî îíè ñîâïàäàþò â îòñóòñòâèå
òåïëîâîãî ïîòîêà.
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ËÅÊÖÈß 2
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÁÀËÀÍÑÀ Â ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÉ
ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÅ
2.1. Óðàâíåíèå áàëàíñà ÷èñëà ÷àñòèö
Ïðè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîì ïîäõîäå ê îïèñàíèþ ðåëßòèâèñòñêèõ ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áàëàíñ ÷èñëà ÷àñòèö ñîðòà (a) ðåãëàìåíòè-
ðóåòñß óðàâíåíèåì
Nk(a);k = ω(a) , (55)
ãäå ñêàëßð ω(a) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ëîêàëüíóþ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ
è ñòîêîâ, ïðîèçâîäßùèõ èëè óíè÷òîæàþùèõ ÷àñòèöû ñîðòà (a). Â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè è êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïðîöåñ-
ñû "èñ÷åçíîâåíèß"è "âîçíèêíîâåíèß"÷àñòèö äàííîãî ñîðòà àññîöè-
èðóåòñß èñêëþ÷èòåëüíî ñ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèßìè. Ðåëßòèâèñòñêàß
ãèäðîäèíàìèêà îòêðûâàåò íîâóþ âîçìîæíîñòü äëß èíòåðïðåòàöèè
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (55). Ñîãëàñíî ðåëßòèâèñòñêîé êâàíòîâîé
òåîðèè ïîëß âçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû âûñîêèõ ýíåðãèé ìîãóò
ïîðîæäàòü êîìïëåêòû íîâûõ ÷àñòèö, åñëè èõ êèíåòè÷åñêàß ýíåðãèß
ïðåâûøàåò ñóììàðíóþ ýíåðãèþ ïîêîß ðîæäàþùèõñß ÷àñòèö, è âû-
ïîëíßþòñß çàêîíû ñîõðàíåíèß ýëåêòðè÷åñêîãî, áàðèîííîãî, ëåïòîí-
íîãî è ò.ä. çàðßäîâ. Â ýòîì ñìûñëå ðåëßòèâèñòñêàß ãèäðîäèíàìèêà
äîïóñêàåò ïðßìóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ "ðîæäåíèß"è "óíè-
÷òîæåíèß"÷àñòèö [34], à òàêæå â òåðìèíàõ òåîðèè "ìíîæåñòâåííûõ
ïðîöåññîâ"[9].
Ñóììèðóß (55) ïî ñîðòàì ÷àñòèö, ïîëó÷èì óðàâíåíèå áàëàíñà äëß
âåêòîðà ÷èñëà ÷àñòèö Nk
Nk;k = nΓ , nΓ ≡
∑
(a)
ω(a) . (56)
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Âñïîìèíàß ïðî ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö (5) è
ïðî ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß (52),
ïîëó÷èì ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî
Dn+ n∇kV k +∇kJk − JkDVk = nΓ , (57)
nDx(a) + J
i∇ix(a) = ω(a) − x(a)nΓ + I i(a)DVi −∇iI i(a) . (58)
Äëß äîñòèæåíèß îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà áûëè èñïîëüçîâàíû äâà
èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèß: íîðìèðîâêè V kVk = 1 è îðòîãîíàëüíîñòè
V kJk = 0, à òàêæå ñîãëàñíî (56) ââåäåíà ôóíêöèß Γ, îïèñûâàþùàß
ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà ÷àñòèö.
Åñëè â êà÷åñòâå V i âûáðàíà ñêîðîñòü U i, îïðåäåëåííàß ïî Ýêêàð-
òó, òî âåêòîð J i îáðàùàåòñß â íóëü, è óðàâíåíèß áàëàíñà (57), (58)
ïðèâîäßòñß ê âèäó
Dn+ n∇kUk = nΓ , (59)
nDx(a) = ω(a) − x(a)nΓ + I i(a)DVi −∇iI i(a) . (60)
Åñëè â êà÷åñòâå V i âûáðàíà ñêîðîñòü U i, îïðåäåëåííàß ïî Ëàíäàó
- Ëèôøèöó, òî óðàâíåíèß áàëàíñà (57),(58) ïðèíèìàþò áîëåå ñëîæ-
íûé âèä:
Dn+ n∇kUk −∇k
(
1
h
Ik(q)
)
+
1
h
Ik(q)DVk = nΓ . (61)
nDx(a) − 1
h
Ik(q)∇ix(a) = ω(a) − x(a)nΓ + I i(a)DVi −∇iI i(a) . (62)
Äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ áàëàíñà (56) ìîæíî ñîïîñòàâèòü
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö, ïðîèçâåäåííûõ ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé δN(tot) ïîëó÷àåòñß ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ãàóññà:
δN(tot) ≡
∫
V dV nΓ =
∫
V dV N
k
;k =
∫
V d
4x
√−g 1√−g
∂
∂xk
(
√−gNk) =
=
∫
V d
4x
∂
∂xk
(
√−gNk) =
∫
∂V dΣkN
k . (63)
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Çäåñü ñèìâîë dΣk îçíà÷àåò ìåðó èíòåãðèðîâàíèß íà çàìêíóòîé ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè Σ, îðèåíòèðîâàííîé ïî íîðìàëüíîìó âåêòîðó V k, à
∂V ñèìâîëèçèðóåò ãðàíèöó ÷åòûðåõìåðíîé îáëàñòè V , êîòîðàß ñî-
äåðæèò â ñåáå âñþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â öåëîì.
Åñëè Γ ≡ 0, òî ñëåäóåò ãîâîðèòü î ëîêàëüíîì çàêîíå ñîõðàíå-
íèß ÷èñëà ÷àñòèö. Åñëè δN(tot) = 0, ðå÷ü äîëæíà èäòè î ãëîáàëü-
íîì çàêîíå ñîõðàíåíèß. Î÷åâèäíî, ÷òî èç âûïîëíåíèß ëîêàëüíîãî
çàêîíà ñîõðàíåíèß ñëåäóåò âûïîëíåíèå ãëîáàëüíîãî, íî íå íàîáîðîò,
ïîñêîëüêó â ñèñòåìå ìîãóò íàõîäèòüñß è "èñòî÷íèêè è "ñòîêè òàêèå,
÷òî ïîëíîå ïðîèçâîäñòâî ÷àñòèö äëß ñèñòåìû â öåëîì îòñóòñòâóåò.
Ïî÷åìó ïðè δN(tot) ≡ 0 ìû ãîâîðèì î ñîõðàíåíèè ÷èñëà ÷àñòèö?
Äåëî â òîì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå, ïîëüçóßñü ïðîèçâîëüíîñòüþ âûáî-
ðà ãèïåðïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé âñþ ñèñòåìó â öåëîì, ìû ìîæåì
ðàçáèòü èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ∂V íà ñóììó èí-
òåãðàëîâ ïî ãèïåðïëîñêîñòßì t1 = const, t2 = const è ïî áåñêîíå÷íî
óäàëåííûì ãèïåðïîâåðõíîñòßì, ñîñòàâëßþùèì çàìûêàíèå äàííîé
ãðàíè÷íîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ñ ó÷åòîì ïðîòèâîïîëîæíîé íàïðàâ-
ëåííîñòè âåêòîðîâ âíåøíèõ íîðìàëåé ê ýòèì ãèïåðïîâåðõíîñòßì, à
òàêæå â ñâßçè ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà
ïðîñòðàíñòâåííî îãðàíè÷åíà, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-
íèå: ∫
t1=const
dΣkN
k =
∫
t2=const
dΣkN
k . (64)
Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö íå çàâèñèò îò âû-
áîðà ãèïåðïîâåðõíîñòè t = const, èëè, èíà÷å ãîâîðß, ÷èñëî ÷àñòèö â
ñèñòåìå ñîõðàíßåòñß ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
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2.2. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè - èìïóëüñà
Áàëàíñ ýíåðãèè - èìïóëüñà â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ðåãëàìåí-
òèðóåòñß ñîîòíîøåíèåì
T ik;k = T i , (65)
ãäå âåêòîð T i îïèñûâàåò ëîêàëüíîå ïðîèçâîäñòâî ýíåðãèè - èìïóëüñà
çà ñ÷åò èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ, ñóùåñòâóþùèõ â ñèñòåìå. Â îòëè÷èå îò
óðàâíåíèé áàëàíñà ÷èñëà ÷àñòèö (55),(58) áàëàíñ ýíåðãèè èìïóëüñà
íå çàïèñûâàåòñß ïîêîìïîíåíòíî, òî åñòü, äëß êàæäîãî ñîðòà ÷àñòèö.
Èñòîðè÷åñêè ýòî ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî äëß ïðîñòûõ ñìåñåé, êîòîðûå íå
âñòóïàþò â õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, ÷èñëî ÷àñòèö êàæäîãî ñîðòà îáû÷-
íî ñîõðàíßåòñß, à ïîòîìó èíòåðåñåí áàëàíñ ÷àñòèö êàæäîãî ñîðòà.
×òî æå êàñàåòñß ýíåðãèè è èìïóëüñà îòäåëüíûõ êîìïîíåíò, òî ìå-
õàíè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ðàçíûõ ñîðòîâ íåìèíóåìî âåäåò
ê ïåðåìåøèâàíèþ ïàðöèàëüíûõ ïîòîêîâ ýíåðãèè è èìïóëüñà, è ñî-
õðàíßåòñß òîëüêî ïîëíûé èìïóëüñ è ïîëíàß ýíåðãèß. Â òåðìèíàõ
îïåðàòîðîâ D è ∇i óðàâíåíèå (65) âûãëßäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(VkD +∇k)
(
WV iV k + V iIk + V kI i − P ∆ik +Πik) = T i . (66)
Ñâåðòêà óðàâíåíèß (66) ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè Vi äàåò ñêàëßðíîå óðàâ-
íåíèå, êîòîðîå ïðèíßòî íàçûâàòü óðàâíåíèåì áàëàíñà ýíåðãèè. Ïî-
ñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:
DW + (W + P )∇kV k + 2VkDIk +∇kIk − Πik∇kVi = ViT i . (67)
Ñâåðòêà (66) ñ ïðîåêòîðîì ∆li äàåò óðàâíåíèå äëß îïðåäåëåíèß ñêî-
ðîñòè äâèæåíèß ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
nhDV j=∇jP−Ij∇kV k−Ik∇kV j−∆jiDI i+ΠjkDVk−∆ji∇kΠik+∆jiT i.
(68)
Åñëè ãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñêîðîñòü U i îïðåäåëåíà ñîãëàñíî ïðàâèëó
Ýêêàðòà (32), òî ïðîñòðàíñòâåííàß ÷àñòü âåêòîðà Ïîéíòèíãà ñîâïà-
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äàåò ñ òåïëîâûì ïîòîêîì, è â óðàâíåíèßõ (67),(68) ñèìâîë I i ñëå-
äóåò çàìåíèòü íà I i(q). Åñëè âîñïîëüçîâàòüñß îïðåäåëåíèåì Ëàíäàó-
Ëèôøèöà, òî ïðîñòðàíñòâåííàß ÷àñòü âåêòîðà Ïîéíòèíãà èñ÷åçíåò,
à óðàâíåíèß (67),(68) çàìåòíî óïðîñòßòñß è ïðèìóò âèä:
DW + (W + P )∇kUk − Πik∇kUi = ViT i . (69)
nhDU j = ∇jP +ΠjkDUk −∆ji∇kΠik +∆jiT i . (70)
2.3. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè
Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè èìååò âèä ñêàëßðíîãî óðàâíåíèß äè-
âåðãåíòíîãî òèïà:
Sk;k = σ , (71)
ãäå σ ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñêàëßð ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè. Ñ ó÷åòîì
ïðåäñòàâëåíèß (27) äëß âåêòîðà ïîòîêà ýíòðîïèè, à òàêæå óðàâíåíèß
áàëàíñà äëß ÷èñëà ÷àñòèö (57) óðàâíåíèå (71) ïðèíèìàåò âèä
nDs = −Jk∇ks+ Ik(s)DVk −∇kIk(s) + σ − nsΓ . (72)
2.4. ×àñòíûå âèäû òå÷åíèé â ðåëßòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìè-
êå
Íåñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ui;k ðàñïàäàåòñß íà íåïðèâîäèìûå ÷àñòè
Uk;i = UiDUk +∇iUk = UiDUk + σik + ωik + 1
3
∆ikΘ , (73)
ãäå DUk - ãèäðîäèíàìè÷åñêîå óñêîðåíèå, σik - áåññëåäîâûé òåíçîð
ñäâèãà:
σik ≡ 1
2
(∇iUk +∇kUi)− 1
3
∆ik∇lU l , (74)
ωik è Θ - òåíçîð âðàùåíèß è ñêàëßð ðàñòßæåíèß (ñæàòèß), ñîîòâåò-
ñòâåííî:
ωik ≡ 1
2
(∇iUk −∇kUi) , (75)
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Θ ≡ ∇lU l . (76)
Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàß ñòàíäàðòíàß òåðìèíîëîãèß. Åñëè Θ = 0,
òå÷åíèå æèäêîñòè íàçûâàåòñß íåñæèìàåìûì; åñëè ωik = 0, òå÷åíèå
æèäêîñòè íàçûâàåòñß áåçâèõðåâûì èëè ïîòåíöèàëüíûì; åñëè σik =
0, òå÷åíèå æèäêîñòè íàçûâàåòñß áåññäâèãîâûì.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
Ó.2.1. Èñïîëüçóß òðåõìåðíûå âåêòîðíûå è ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèß,
çàïèñàòü ôîðìóëû (55)-(58),(68),(72) â ëîêàëüíî-ëîðåíöåâîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà.
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ËÅÊÖÈß 3
ÔÅÍÎÌÅÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ
ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
3.1. Ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè
Ñëåäóß ëîãèêå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà, ðåëßòèâèñòñêîå îáîá-
ùåíèå ïåðâîãî çàêîíà (ïåðâîãî íà÷àëà) òåðìîäèíàìèêè (óðàâíåíèß
Ãèááñà) äëß ãîìîãåííîé ñèñòåìû çàïèøåì â òåðìèíàõ âàðèàöèé óäåëü-
íîé ýíåðãèè δe, îáúåìà, ïðèõîäßùåãîñß íà îäíó ÷àñòèöó δ
(
1
n
)
è
óäåëüíîãî êîëè÷åñòâà òåïëîòû δQ:
δe+ Pδ
(
1
n
)
= δQ . (77)
Ñîãëàñíî òåîðèè ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö [35] òàêàß ôîð-
ìà ïðåäñòàâëåíèß óðàâíåíèß Ãèááñà ïðèåìëåìà â òîì ñëó÷àå, åñëè
ïîëíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íåèçìåííî,
ò.å., δN(tot) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè (77) ñëåäîâàëî áû
ïåðåéòè îò óäåëüíûõ âåëè÷èí ê ïîëíûì ïëîòíîñòßì ýíåðãèè è êî-
ëè÷åñòâà òåïëîòû, à òàêæå äîïîëíèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñëàãà-
åìûì, ñîñòîßùèì èç ïðîèçâåäåíèß ïîëíîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
M íà δN(tot) [35]. Âñïîìèíàß çàìå÷àíèå î ëîêàëüíîì è ãëîáàëüíîì
çàêîíå ñîõðàíåíèß ÷èñëà ÷àñòèö, ìû áóäåì â äàëüíåéøåì èìåòü â
âèäó, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ δN(tot) = 0, âîîáùå ãîâîðß, íå îçíà÷àåò
ðàâåíñòâà Γ = 0, à ïîòîìó ñîõðàíèì íåíóëåâîå çíà÷åíèå Γ â ïîñëå-
äóþùèõ ôîðìóëàõ.
Çàïèñü, ñîäåðæàùàß âàðèàöèè, îçíà÷àåò, êàê è â êëàññè÷åñêîé
òåðìîäèíàìèêå, ÷òî èçìåíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíû íå îáß-
çàòåëüíî ßâëßåòñß ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì, îäíàêî, áàëàíñ ýíåð-
ãèè, îáúåìà è êîëè÷åñòâà òåïëîòû ôèêñèðîâàí óêàçàííûì ñîîòíî-
øåíèåì. Åñëè æå ïîä ñèìâîëîì âàðèàöèè δ äîïóñòèìî ïîíèìàòü êîí-
âåêòèâíóþ ïðîèçâîäíóþ D, òî ëåâóþ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà ëåãêî
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ñêîíñòðóèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðèáàâèì ê óðàâíåíèþ (67)
óðàâíåíèå (57), óìíîæåííîå íà −h. Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèß W = ne
ïîëó÷èì
n
[
De+ PD
(
1
n
)]
=
= 2IkDVk−∇kIk+Πik∇kVi+h(∇kJk−JkDVk)+ViT i−nhΓ . (78)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî, êàê è â êëàññè÷åñêîé
òåîðèè, èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà òåïëîòû ïðîïîðöèîíàëüíî èçìåíåíèþ
óäåëüíîé ýíòðîïèè, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè åñòü
òåìïåðàòóðà:
δQ = Tδs . (79)
Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (72) äëß Ds, ìîæíî âûðà-
çèòü ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè σ ÷åðåç ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïîòîêè è
èñòî÷íèêè
Tσ = ViT i − nhΓ + nsTΓ + Πik∇kVi + (2Ik − hJk − TIk(s))DVk+
+T∇kIk(s) + h∇kJk −∇kIk + TJk∇ks . (80)
Äëß îäíîêîìïîíåíòíîé ñðåäû èç (26) ñëåäóåò, ÷òî
Ik(s) =
1
T
Ik(q) . (81)
Òîãäà, èñïîëüçóß ñîîòíîøåíèå, ñâßçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé õèìè÷å-
ñêèé ïîòåíöèàë µ, óäåëüíóþ ýíòàëüïèþ h, òåìïåðàòóðó T è óäåëü-
íóþ ýíòðîïèþ s
µ = h− Ts , (82)
ëîãè÷íî óïðîñòèòü ôîðìóëó (80), âûáðàâ â êà÷åñòâå ñêîðîñòè V i
ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñêîðîñòü ïî Ýêêàðòó U i. Ïîìíß î òîì, ÷òî îïðå-
äåëåíèå Ýêêàðòà òðåáóåò, ÷òîáû J i ≡ 0, ïîëó÷èì
Tσ = UiT i − µnΓ + Πik∇kUi + Ik(q)
(
DUk − 1
T
∇kT
)
. (83)
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Àíàëîãè÷íî, ïðè èñïîëüçîâàíèè îïðåäåëåíèß Ëàíäàó-Ëèôøèöà ïî-
ëó÷èì
Tσ = UiT i − µnΓ + Πik∇kUi + Ik(q)
T
h
∇k
(
µ
T
)
. (84)
Èñïîëüçóß ðàçëîæåíèß (73)-(76), óäîáíî â ôîðìóëàõ (83),(84) ïðå-
îáðàçîâàòü ñêàëßð Πik∇kUi, çàïèñàâ åãî â âèäå
Πik∇kUi = Πikσik + 1
3
ΘΠ , Π ≡ Πkk = Πik∆ik . (85)
3.2. Ñîîòíîøåíèå Ãèááñà - Äþãåìà
Âçßâ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèß õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñîîòíîøåíèå
(82), íàéäåì âàðèàöèþ:
δµ =
[
δe+ Pδ
(
1
n
)
− Tδs
]
+
1
n
δP − sδT . (86)
Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáðàùàåòñß â íóëü â ñèëó ïåðâîãî
çàêîíà òåðìîäèíàìèêè (77) è ñîîòíîøåíèß (79). Îñòàâøååñß ñîîòíî-
øåíèå
1
n
δP = δµ+ sδT (87)
íàçûâàåòñß ñîîòíîøåíèåì Ãèááñà - Äþãåìà. Íàèáîëåå ÷àñòî åãî ïðè-
ìåíåíèå ñâßçàíî ñ çàìåíîé îïåðàòîðà âàðèàöèè íà îïåðàòîð ãðàäè-
åíòà, íàïðèìåð, âåñüìà èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå
∇k
(
µ
T
)
= −h
T
(
1
T
∇kT − 1
nh
∇kP
)
(88)
ïîëó÷àåòñß ïðßìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì µT ñ èñïîëüçîâàíèåì ñî-
îòíîøåíèß Ãèááñà - Äþãåìà è ôîðìóëû (82).
3.3. Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè
Êðàåóãîëüíûì êàìíåì òåðìîäèíàìèêè ßâëßåòñß âòîðîé çàêîí (íà-
÷àëî), ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â çàìêíóòîé ñèñòåìå ïðî-
èçâîäñòâî ýíòðîïèè σ íåîòðèöàòåëüíî. Äëß òîãî, ÷òîáû óäîâëåòâî-
ðèòü ýòîìó çàêîíó, â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè
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ïðèíßòî ïðåäñòàâëßòü ñêàëßð ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè â âèäå ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îòíîñèòåëüíî òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ [36]. Ýòà èäåß ïåðåíîñèòñß è íà ðåëßòèâèñò-
ñêóþ òåðìîäèíàìèêó. Íà÷íåì èçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòîäè-
êè ñî ñëó÷àß ëèíåéíîé ðåëßòèâèñòñêîé òåðìîäèíàìèêè.
3.3.1. Ëèíåéíàß òåðìîäèíàìèêà äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íåò èñòî÷íèêîâ
ïðîèçâîäñòâà ÷àñòèö è ýíåðãèè-èìïóëüñà ( ò.å., Γ ≡ 0, T i = 0, è
ñèñòåìà çàìêíóòà). Îãðàíè÷èìñß ëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè ïî òåðìî-
äèíàìè÷åñêèì ïîòîêàì Ik,Jk, Ik(q), Πik â óðàâíåíèßõ áàëàíñà ÷èñëà
÷àñòèö è ýíåðãèè-èìïóëüñà (57) è (67). Òîãäà â óðàâíåíèè (80) âû-
ðàæåíèå DVk ñëåäóåò çàìåíèòü âûðàæåíèåì
DVk =
1
nh
∇kP , (89)
âçßòûì èç óðàâíåíèß (68) ïðè íóëåâûõ ïîòîêàõ. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì, ÷òî äëß îáîèõ îïðåäåëåíèé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè: è
äëß îïðåäåëåíèß Ýêêàðòà, è äëß îïðåäåëåíèß Ëàíäàó - Ëèôøèöà,
ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè σ èìååò îäèíàêîâûé âèä
σ = Ik(q)
1
h
∇k
(
µ
T
)
+
1
T
Πik∇kUi . (90)
Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòîêè Πik è Ik(q) ñëåäóåò ñ÷èòàòü íåçàâèñèìû-
ìè, à ïîòîìó è ïåðâîå, è âòîðîå ñëàãàåìûå â ñîîòíîøåíèè (90) äîëæ-
íû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè â îòäåëüíîñòè. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòàíåò
íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè ïîëîæèòü
Ik(q) = −λ
T 2
h
∇k
(
µ
T
)
≡ λ
(
∇kT − T
nh
∇kP
)
. (91)
λ åñòü êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå îí ßâëßåòñß
ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû. Çíàê ìèíóñ âûáðàí èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî
âûðàæåíèå
− 1
λT 2
gikI
i
(q)I
k
(q) , (92)
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ïðåäñòàâëßþùåå ñîáîé ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëß ïðîèç-
âîäñòâà ýíòðîïèè (90), ñòàíåò ïðè ýòîì ßâíî íåîòðèöàòåëüíûì â ñè-
ëó ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîñòè ÷åòûðå-âåêòîðà Ik(q). Â íåðåëßòèâèñò-
ñêîì ïðåäåëå èç ñîîòíîøåíèß (91) àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èçâåñòíûé
çàêîí Ôóðüå
~I(q) = −λ~∇T . (93)
Äëß òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü âòîðîãî ñëàãà-
åìîãî â (90), ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Πik èç
ïðîèçâîäíûõ îò ÷åòûðå-âåêòîðà ñêîðîñòè U i. Îáû÷íî â ýòîì òåí-
çîðå âûäåëßþò áåññëåäîâóþ ÷àñòü Πik(0) è ÷àñòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþ
ñëåäó ýòîãî òåíçîðà Π ≡ Πkk:
Πik = Πik(0) +
1
3
∆ikΠ . (94)
Êëàññè÷åñêèå àíàëîãè äèêòóþò íàì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß: îáîá-
ùåííûé çàêîí Íüþòîíà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî áåññëåäîâàß ÷àñòü Πik(0)
òåíçîðà àíèçîòðîïíîãî äàâëåíèß ïðîïîðöèîíàëüíà òåíçîðó ñäâèãà,
à îáîáùåííûé çàêîí Ñòîêñà ãëàñèò, ÷òî ñëåä Π ïðîïîðöèîíàëåí äè-
âåðãåíöèè ñêîðîñòè. Òîãäà â ïðèíßòûõ íàìè îáîçíà÷åíèßõ ïîëó÷èì
Πik(0) = ησ
ik = η
[
1
2
(∇iUk +∇kU i)− 1
3
∆ik∇lU l
]
, (95)
Π = 3ζΘ = 3ζ∇kUk , (96)
Πik = ησik + ζΘ∆ik . (97)
Êîýôôèöèåíòû η è ζ ïðåäñòàâëßþò ñîáîé êîíñòàíòû ñäâèãîâîé è
îáúåìíîé âßçêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîì ñëó÷àå âåëè÷èíà
Πik∇kUi = ησikσik + ζΘ2 = 1
η
Πik(0)Π
ik
(0) +
1
9ζ
Π2 (98)
ãàðàíòèðîâàííî íåîòðèöàòåëüíà. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå âûðàæåíèå äëß ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè:
σ = − 1
λT 2
Ik(q)Ik(q) +
1
η
Πik(0)Πik(0) +
1
9ζ
Π2 . (99)
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Ýòî âûðàæåíèå êâàäðàòè÷íî ïî òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòîêàì, íî ëè-
íåéíî ïî êîýôôèöèåíòàì òåïëîïðîâîäíîñòè è âßçêîñòè.
3.3.2. Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà
Â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå èçâåñòåí îáîáùåííûé çàêîí Ôóðüå
τ
∂
∂t
~I(q) + ~I(q) = −λ~∇T , (100)
êîòîðûé ïðèíßòî íàçûâàòü çàêîíîì Ìàêñâåëëà - Êàòòàíåî [31,32].
Ýòîò çàêîí ïðåâðàùàåòñß â çàêîí Ôóðüå (93) ïðè τ → 0, îäíàêî,
ïðè íåíóëåâûõ çíà÷åíèßõ âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ ýòîò çàêîí äåëàåò
óðàâíåíèå ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû
τ
∂2
∂t2
T +
∂
∂t
T − χ~∇2T = 0 (101)
óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòî îáñòîßòåëüñòâî ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß òåïëà ñòàíîâèòñß êîíå÷-
íîé, è ìû âïðàâå ãîâîðèòü î ñîîòâåòñòâèè äàííîé ìîäåëè òðåáîâà-
íèßì ïîñòóëàòîâ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
Îáîáùàß çàêîí Ìàêñâåëëà - Êàòòàíåî íà ðåëßòèâèñòñêèé ñëó÷àé,
ðàññìîòðèì äëß ïðîñòîòû ìîäåëü ñ íóëåâûìè èñòî÷íèêàìè è ñ íó-
ëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè α0 = α1 = 0, îïèñûâàþùèìè âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó âßçêîñòüþ è òåïëîïðîâîäíîñòüþ â ôîðìóëå (29). Ïóñòü
ìàêðîñêîïè÷åñêàß ñêîðîñòü U i îïðåäåëåíà ñîãëàñíî ïðàâèëó Ýêêàð-
òà. Áóäåì èñõîäèòü èç àíçàöà Èçðàýëß - Ñòüþàðòà î òîì, ÷òî íè
óðàâíåíèå Ãèááñà, íè îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íå ìîäèôèöèðóþò-
ñß, ò.å., ïåðåíîñßòñß áåç èçìåíåíèé èç ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè â
ïðè÷èííóþ. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðèíßòûõ íàìè îáî-
çíà÷åíèßõ èìåííî ñêàëßð ýíòðîïèè s(eq) óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ
Ãèááñà (77),(79)
TnDs(eq) = 2I
k
(q)DUk −∇kIk(q) +Πik∇kUi . (102)
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Ðàñêëàäûâàß âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè íà ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ
ïî îòíîøåíèþ ê ÷åòûðå-âåêòîðó ñêîðîñòè ñîñòàâëßþùèå
Si=U i
[
ns(eq)− 1
2T
(
β0 Π
2−β1 glkI l(q)Ik(q)+β2 Πlm(0)Πkn(0)glkgmn
)]
+
1
T
I i(q)
(103)
è âû÷èñëßß êîâàðèàíòíóþ äèâåðãåíöèþ âåêòîðà Si, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå
TSi;i = Tσ = Π
1
3
Θ− β0DΠ− T
2
Π
β0U l
T

; l
+
+Ik(q)
(DUk − 1
T
∇kT
)
+ β1DIk(q) +
T
2
Ik(q)
β1U l
T

; l
+
+Πik(0)
σik − β2DΠ(0)ik − T
2
Π(0)ik
β2U l
T

; l
 . (104)
Ñîîòíîøåíèå (104) ïðèìåò âèä (99), åñëè ââåñòè ñëåäóþùèå îïðåäå-
ëåíèß äèññèïàòèâíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ:
9ζβ0DΠ+Π+
9ζT
2
Π
β0U l
T

; l
= 3ζΘ , (105)
λTβ1∆
i
kDI
k
(q)+I
i
(q)+
λT 2
2
I i(q)
β1U l
T

; l
= λT
(
1
T
∇iT −DU i
)
, (106)
ηβ2∆
i
m∆
k
nDΠ
mn
(0) +Π
ik
(0) +
ηT
2
Πik(0)
β2U l
T

; l
= ησik . (107)
Êàê è â êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ìàêñâåëëà - Êàòòàíåî, ìû ïîëó÷èëè
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß äëß îïðåäåëåíèß íåðàâíîâåñíûõ ïî-
òîêîâ Π, I i(q) è Πik(0). Åñëè β0 = β1 = β2 = 0, îïðåäåëåíèß (105)-
(107) äàþò ñîîòíîøåíèß (96),(91),(95), ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ëèíåé-
íîé òåðìîäèíàìèêè. Ââîäß òðè íîâûõ ïàðàìåòðà - âðåìåíà ðåëàê-
ñàöèè τ0,τ1,τ2 - ñîãëàñíî ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèßì:
τ0 = 9ζβ0 , τ1 = λTβ1 , τ2 = ηβ2 , (108)
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ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî
τ0DΠ+Π+
τ0
2
Π
[
Θ+D
(
log
τ0
ζT
)]
= 3ζΘ , (109)
τ1∆
i
kDI
k
(q)+I
i
(q)+
τ1
2
I i(q)
[
Θ+D
(
log
τ1
λT 2
)]
= λT
(
1
T
∇iT −DU i
)
,
(110)
τ2∆
i
m∆
k
nDΠ
mn
(0) +Π
ik
(0) +
τ2
2
Πik(0)
[
Θ+D
(
log
τ2
ηT
)]
= ησik . (111)
Ââåäåíèå âðåìåí ðåëàêñàöèè τ0,τ1,τ2 ïîçâîëßåò îïèñàòü ßâëåíèß çà-
ïàçäûâàíèß â òåðìîäèíàìèêå, òåì ñàìûì îïðàâäûâàß àëüòåðíàòèâ-
íîå íàçâàíèå äàííîé òåîðèè "ïåðåõîäíàß òåðìîäèíàìèêà". Îïðåäå-
ëåíèß (109), (110), (111) äåëàþò óðàâíåíèß áàëàíñà (57), (67), (68),
(72) èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè, à ñàìó ïðè÷èííóþ òåðìîäèíàìè-
êó - íåëîêàëüíîé òåîðèåé, ïîñêîëüêó ñîñòîßíèå ñèñòåìû â äàííûé
ìîìåíò çàâèñèò îò åå ïðåäûñòîðèè.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
Ó.3.1. Èñïîëüçóß ìàòðè÷íûå è òðåõìåðíûå âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèß,
ïåðåïèñàòü ôîðìóëû (109), (110), (111) â ëîêàëüíî - ëîðåíöåâîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà.
Ó.3.2. Ïîëó÷èòü àíàëîãè çàêîíîâ Ñòîêñà, Ôóðüå è Íüþòîíà ñ ó÷åòîì
çàïàçäûâàíèß âßçêèõ ïîòîêîâ è ïîòîêîâ òåïëà, ïîëàãàß, ÷òî âðåìåíà
ðåëàêñàöèè, êîýôôèöèåíòû âßçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè íå çàâèñßò
îò âðåìåíè.
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ËÅÊÖÈß 4
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÎÑÒÎßÍÈß Â ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÉ
ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÅ
Êàê óñòàíîâëåíî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåð-
ìîäèíàìèêè âåêòîð ïîòîêà òåïëà I i(q), òåíçîð àíèçîòðîïíîãî äàâ-
ëåíèß Πik, ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíàß ÷àñòü I i(s) âåêòîðà ïîòîêà ýí-
òðîïèè Si íå ßâëßþòñß íåçàâèñèìûìè äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííû-
ìè è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðî-
èçâîäíûõ îò òåìïåðàòóðû T , äàâëåíèß P , âåêòîðà ìàêðîñêîïè÷å-
ñêîé ñêîðîñòè Ui, à òàêæå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ (ñì.(91),(94)-
(96), (81)). Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óäåëüíóþ
ýíåðãèþ e, äàâëåíèå P ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö n, òåìïåðàòóðó T
è óäåëüíóþ ýíòðîïèþ s (82). Òàêèì îáðàçîì, øåñòü óðàâíåíèé áà-
ëàíñà (57),(67),(68),(72) è ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè (77) ñâß-
çûâàþò ìåæäó ñîáîé âîñåìü íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí: ïßòü ñêàëßðîâ
e,n,T ,P ,s è òðè íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû ÷åòûðå-âåêòîðà ñêîðîñòè
V i. Äëß ñàìîçàìêíóòîñòè óðàâíåíèé ëèíåéíîé ãèäðîäèíàìèêè íåîá-
õîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü ïîñëåäíåå óñëîâèå ñâßçè. Îáû÷íî åãî íàçû-
âàþò óðàâíåíèåì ñîñòîßíèß è çàïèñûâàþò â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.
4.1. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèß ñîñòîßíèß
Ïîëàãàß, ÷òî íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ñ÷èòàþòñß òåìïåðàòóðà
T è ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö n, óðàâíåíèå ñîñòîßíèß ìîæíî ìîäåëè-
ðîâàòü â âèäå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèß
P = P (n, T ), W = W (n, T ). (112)
Ñâßçü P è W íå ßâëßåòñß ïðîèçâîëüíîé, à ïîä÷èíßåòñß óñëîâèþ èí-
òåãðèðóåìîñòè. Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Èç óðàâíåíèß Ãèááñà, ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå
Ds =
1
T
∂e
∂T
DT +
1
T
(
∂e
∂n
− P
n2
)
Dn , (113)
ñëåäóåò, ÷òî
∂s
∂T
=
1
T
∂e
∂T
,
∂s
∂n
=
1
T
(
∂e
∂n
− P
n2
)
. (114)
Ïîëàãàß, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîììóòèðóþò
∂2s
∂T∂n
=
∂2s
∂n∂T
, (115)
íàõîäèì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì Ds ßâëßåòñß ïîëíûì äèôôåðåíöèà-
ëîì, èëè èíà÷å, óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè:
n2
∂e
∂n
+ T
∂P
∂T
= P . (116)
Â òåðìèíàõ W ýòî óñëîâèå èìååò âèä:
n
∂W
∂n
+ T
∂P
∂T
= W + P . (117)
4.1.1. Èäåàëüíûé ãàç
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð, êîãäà óäåëüíàß ïëîòíîñòü ýíåðãèè
e íå çàâèñòèò îò ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö n, à ïëîòíîñòü ýíåðãèè
W , ßâëßåòñß, ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ÷èñëà
÷àñòèö W = ne(T ). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (116) äàåò ðåøåíèå
P = f1(n)T , ãäå f1(n) - ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß. Íàèáîëåå èçâåñòíûì
ïðèìåðîì óðàâíåíèß äàííîãî òèïà ßâëßåòñß óðàâíåíèå ñîñòîßíèß
äëß ðåëßòèâèñòñêîãî èäåàëüíîãî ãàçà
P = nkBT, W = ne(T ) , e(T ) = kBT
λK3(λ)
K2(λ)
− 1
 , λ ≡ mc2
kBT
.
(118)
Ñèìâîëîì Ks(λ) îáîçíà÷åíû ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëß
[8], îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ks(λ) ≡
∫ ∞
0
dt exp{−λ cosh t} cosh st . (119)
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4.1.2. Ãàç Âàí-äåð-Âààëüñà
Ïóñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè W åñòü êâàäðàòè÷íàß ôóíêöèß ïëîòíîñòè
÷èñëà ÷àñòèö
W (n, T ) = ne(T )− an2 , (120)
ãäå a - íåêîòîðàß êîíñòàíòà. Òîãäà óðàâíåíèå (117) äàåò P + an2 =
f2(n)T , ãäå f2(n) - ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß. Â ðàçðßä òàêèõ óðàâíå-
íèé ñîñòîßíèß ïîïàäàåò óðàâíåíèå Âàí-äåð-Âààëüñà
P =
nkBT
1− nb − an
2 . (121)
4.1.3. ßäåðíàß æèäêîñòü
Îäíî èç ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîßíèß ßäåðíîé æèäêîñòè, ñïðà-
âåäëèâîå ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå ýíåðãèè Ôåðìè [34], îñíîâàíî íà
ñëåäóþùåì ïðåäñòàâëåíèè óäåëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè
e(n, T ) =
K
18
(
n
n0
− 1
)2
+
3
2
T +
pi2
10n
T 4 +mn . (122)
Â äàííîé ôîðìóëåK - êîýôôèöèåíò ßäåðíîé ñæèìàåìîñòè, n - áàðè-
îííàß ïëîòíîñòü, n0 - ïëîòíîñòü íàñûùåíèß ñèììåòðè÷íîé ßäåðíîé
ìàòåðèè. Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (122) îïèñûâàåò òåïëîâûå âîç-
áóæäåíèß íóêëîíîâ, òðåòèé - òåïëîâûå âîçáóæäåíèß ïè-ìåçîíîâ, à
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå åñòü ýíåðãèß ïîêîß íóêëîíà. Â îáçîðå [34], èç
êîòîðîãî ïðîöèòèðîâàíà ôîðìóëà (122), èñïîëüçîâàíû ýíåðãåòè÷å-
ñêèå åäèíèöû äëß òåìïåðàòóðû (îòñóòñòâóåò ïðèâû÷íàß ïîñòîßííàß
Áîëüöìàíà) è äëß ýíåðãèè ïîêîß íóêëîíà (mn = 938 Ìýâ; â äàííîé
ôîðìóëå îòñóòñòâóåò ïðèâû÷íûé êîýôôèöèåíò c2). Ðåøàß óðàâíå-
íèå (116), âîññòàíîâèì äàâëåíèå P ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè f3(n):
P (n, T ) = Tf3(n) +
Kn2
9n0
(
n
n0
− 1
)
+
pi2
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T 4 . (123)
Ñëàãàåìîå, ëèíåéíîå ïî òåìïåðàòóðå, ñëåäóåò îòîæäåñòâèòü ñ äàâëå-
íèåì íóêëîíîâ nT , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íåðåëßòèâèñòñêîìó âêëà-
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äó 32T íóêëîíîâ â óäåëüíóþ ýíåðãèþ ßäåðíîé æèäêîñòè. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß f3(n) îêàçûâàåòñß ëèíåéíîé f3(n) = n.
4.2. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèß ñîñòîßíèß
Â àñòðîôèçè÷åñêèõ è êîñìîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèßõ ðåëßòèâèñò-
ñêîé ãèäðîäèíàìèêè èñïîëüçóþòñß óïðîùåííûå óðàâíåíèß ñîñòîß-
íèß, â êîòîðûõ èãíîðèðóåòñß îäíà èç ïåðåìåííûõ T èëè n. Â òàêîì
ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ òàê íàçûâàåìûìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè
óðàâíåíèßìè ñîñòîßíèß. Ïðèâåäåì òðè ïðèìåðà òàêèõ óðàâíåíèé.
4.2.1. Ïîëèòðîïíîå óðàâíåíèå ñîñòîßíèß
Ïóñòü äàâëåíèå íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è ïðåäñòàâëåíî ñòåïåí-
íîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö
P = Knγ . (124)
Êîýôôèöèåíò γ íàçûâàåòñß ïîêàçàòåëåì ïîëèòðîïû. Ïðßìîå èíòå-
ãðèðîâàíèå óðàâíåíèß (117) äàåò â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå
W (n) = nf(T ) +
Knγ
γ − 1 . (125)
Äëß íåðåëßòèâèñòñêèõ ïîëèòðîï [5] ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß f(T )
îêàçûâàåòñß ðàâíîé ýíåðãèè ïîêîß ÷àñòèöû f(T ) = mc2, à ïîòîìó
ïëîòíîñòü ýíåðãèè W ÷àñòî ïðåäñòàëßþò â âèäå
W (n) = nmc2 +
P
γ − 1 . (126)
4.2.2. Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß âûðîæäåííîé ôåðìèîííîé ñèñòåìû
Äëß ìîäåëèðîâàíèß ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé áåëûõ êàðëèêîâ è
íåéòðîííûõ çâåçä [5], õàðàêòåðèçóþùèõñß òåìïåðàòóðîé, áëèçêîé
ê íóëþ, èñïîëüçóåòñß óðàâíåíèå ñîñòîßíèß âûðîæäåííûõ ôåðìèîí-
íûõ ñèñòåì
P =
1
8pi2h¯3
{
pF
(
2
3
p2F −m2c2
)
EF +m
4c5 log
(
cpF + EF
mc2
)}
, (127)
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W =
1
8pi2h¯3
{
pF
(
2p2F+m
2c2
)
EF −m4c5 log
(
cpF + EF
mc2
)}
. (128)
Çäåñü h¯ - ïîñòîßííàß Ïëàíêà, pF - èìïóëüñ Ôåðìè, EF - ýíåðãèß
Ôåðìè:
pF ≡ h¯
(
3pi2n
) 1
3 , EF ≡ c
√
m2c2 + p2F . (129)
Â ýòîì ñëó÷àå óäåëüíàß ýíòàëüïèß h = W+Pn ñîâïàäàåò ñ õèìè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì µ è ýíåðãèåé Ôåðìè
h = µ = EF = c
√
m2c2 + p2F , (130)
à óïðîùåííîå óðàâíåíèå (117)
∂W
∂n
= h (131)
âûïîëíßåòñß òîæäåñòâåííî â ñèëó (128) è (129).
4.2.3. Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß ðàäèàöèîííî - äîìèíèðîâàííûõ ñèñòåì
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè
åñòü ñòåïåííûå ôóíêöèè òåìïåðàòóðû. Óðàâíåíèå (117) áóäåò óäî-
âëåòâîðåíî, åñëè
P = AT α , W = (α− 1)AT α = (α− 1)P . (132)
Ïðèìåð òàêîãî óðàâíåíèß ñîñòîßíèß ïðåäîñòàâëßåò ñèñòåìà, â ýâî-
ëþöèè êîòîðîé äàâëåíèå èçëó÷åíèß èãðàåò ïðåîáëàäàþùóþ ðîëü [5].
Â ýòîì ñëó÷àå α = 4 (çàêîí Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà), ñâßçü äàâëåíèß è
ïëîòíîñòè ýíåðãèè èìååò âèä W = 3P , è ìû ïðèøëè ê òàê íàçûâà-
åìîìó óëüòðàðåëßòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîßíèß, äëß êîòîðîãî
ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ðàâåí íóëþ.
4.3. Áàðîòðîïíûå óðàâíåíèß ñîñòîßíèß
Î áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèßõ ñîñòîßíèß ðå÷ü èäåò â òîì ñëó÷àå, åñëè
çàäàíî óðàâíåíèå, ßâíî ñâßçûâàþùåå äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè
P = P (W ). (133)
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Ñðåäè áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé ñîñòîßíèß íàèáîëåå èçâåñòíû ëèíåé-
íûå óðàâíåíèß
P = σW −B , (134)
ãäå σ è B - íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ñîîòíîøåíèå (117) â ýòîì ñëó÷àå
èìååò âèä
n
∂W
∂n
+ Tσ
∂W
∂T
= W (1 + σ)−B . (135)
Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèß ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòà-
òó:
W =
1
1 + σ
[
T 1+
1
σf
(
T
nσ
)
+B
]
, (136)
ãäå f
(
T
nσ
)
- ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ñâîåãî àðãóìåíòà.
4.3.1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèß ñ B = 0
Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå èçâåñòíûå ïðèìåðû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî-
ñòîßíèß ñ B = 0.
(i) Ïðè σ = 13 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñîñòîßíèß óëüòðàðåëßòèâèñòñêîé
ñðåäû W = 3P . Êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå, ýòî óðàâíåíèå ñîñòîßíèå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðàâåíñòâà íóëþ îäíîãî èç èíâàðèàíòîâ
ïðîñòðàíñòâåííî èçîòðîïíîãî òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà, à èìåííî
ñëåäà T kk . Ôîðìóëà (136) ïðè σ = 13 è B = 0 îïèñûâàåò óðàâíåíèå
ñîñòîßíèß ðàäèàöèîííî äîìèíèðîâàííîé ñðåäû (132), åñëè ôóíêöèß
f
(
T
nσ
)
ïîñòîßííà, è óðàâíåíèå ñîñòîßíèß óëüòðàðåëßòèâèñòñêîé èäå-
àëüíîé æèäêîñòè W = 3kBnT , åñëè
f = 4kB
(
T
nσ
)−3
. (137)
(ii) Ïðè σ = 1 ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîßíèß ñâåðõæåñòêîé ñðåäû
W = P =
1
2
[
T 2f
(
T
n
)]
, (138)
Òàêîé òåðìèí îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà â òàêîé ñðåäå ðàâ-
íà ñêîðîñòè ñâåòà.
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(iii) Ïðè σ = −1 ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîßíèß âàêóóìî-ïîäîáíîé
ñðåäû, äëß êîòîðîé P +W = 0. Äëß òàêîé ñðåäû òåíçîð ýíåðãèè -
èìïóëüñà èìååò âèä T ik = Wδik, ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
W ÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåíî, è ëþáîé âåêòîð ßâëßåòñß ñîáñòâåí-
íûì. Ðåøàß óðàâíåíèå (135) ïðè σ = −1 è B = 0, ïîëó÷èì
W = −P = f (nT ) , (139)
ãäå f (nT ) - ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ñâîåãî àðãóìåíòà.
4.3.2. Óðàâíåíèå ñîñòîßíèß êâàðê-ãëþîííîé ïëàçìû
Äëß ìîäåëèðîâàíèß óðàâíåíèß ñîñòîßíèß êâàðê - ãëþîííîé ïëàçìû
èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìóþ "êîíñòàíòó ìåøêà"B [34]:
W = 3P + 4B . (140)
Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (140) îòíîñèòñß ê ðàçðßäó ëèíåéíûõ ñ
σ = 13 è B = 34B, à ïîòîìó ïëîòíîñòü ýíåðãèè W îáßçàíà èìåòü âèä
(136). Îäíàêî, ìîäåëüíîå óðàâíåíèå äëß ïëîòíîñòè ýíåðãèè óäîáíåå
çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ òåìïåðàòóðû è êâàðêîâîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà µ [34]:
W =
37
30
pi2T 4 + 3µ2T 2 +
3µ4
2pi2
+ B . (141)
Áàðèîííàß ïëîòíîñòü n åñòü êóáè÷åñêàß ôóíêöèß µ [34]:
n =
2µ
3
T 2 + µ2
pi2
 , (142)
ñëåäîâàòåëüíî, àðãóìåíò T
n
1
3
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f
(
T
n
1
3
)
ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ èððàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò z ≡ µpiT
T
n
1
3
=
[
2pi
3
z
(
1 + z2
)]− 13
. (143)
Âûðàçèâ W â ôîðìóëå (141) ñ ïîìîùüþ z
W =
3pi2
4
T 4
(
74
45
+ 4z2 + 2z4
)
+ B , (144)
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ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíàß ôóíêöèß f , ïðåâðà-
ùàþùàß óðàâíåíèå (136) â (144).
4.4. Óðàâíåíèß ñîñòîßíèß è ñêîðîñòü çâóêà
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Ñ.Âàéíáåðãà [37] àäèàáàòè÷åñêàß ñêîðîñòü
çâóêà v(s) çàäàåòñß ñîîòíîøåíèåì(
v(s)
c
)2
≡
(
∂P
∂W
)
(s)
=
T
(W + P )
(
∂P
∂T
)2
·
(
∂W
∂T
)−1
+
n
W + P
(
∂P
∂n
)
.
(145)
Ôîðìóëà äëß àäèàáàòè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ïðèíèìàåò óäèâèòåëü-
íî ïðîñòîé âèä äëß áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé ñîñòîßíèß (133). Äåé-
ñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóß P êàê ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé W ,
èç (145) ïîëó÷èì(
v(s)
c
)2
≡
(
dP
dW
) [
T
nh
(
dP
dW
) (
∂W
∂T
)
+
1
h
(
∂W
∂n
)]
. (146)
Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíî åäèíèöå â ñèëó ñîîòíîøå-
íèß (117), è ìû ïîëó÷àåì
v(s) = c
√√√√( dP
dW
)
. (147)
Â ÷àñòíîñòè, äëß ëèíåéíûõ áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé ñîñòîßíèß v(s) =
c
√
σ, ïðè÷åì v(s) = c äëß ñâåðõæåñòêîé ñðåäû (138) è v(s) = c√3 äëß
óëüòðàðåëßòèâèñòñêîãî óðàâíåíèß ñîñòîßíèß. Ôîðìóëó äëß ñêîðî-
ñòè çâóêà â èäåàëüíîì ãàçå ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ëåêöèè, à
èññëåäîâàíèå îñòàëüíûõ ôîðìóë âûíåñåíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé ê
äàííîé ëåêöèè.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
Ó.4.1. Íàéòè ôîðìóëó ñêîðîñòè çâóêà äëß óðàâíåíèß ñîñòîßíèß Âàí
- äåð - Âààëüñà (120), (121).
Ó.4.2. Íàéòè ôîðìóëó ñêîðîñòè çâóêà äëß óðàâíåíèß ñîñòîßíèß ßäåð-
íîé æèäêîñòè (122), (123).
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Ó.4.3. Íàéòè ôîðìóëó ñêîðîñòè çâóêà äëß óðàâíåíèß ñîñòîßíèß âû-
ðîæäåííîé ôåðìèîííîé ñèñòåìû (127), (128).
Ó.4.4. Íàéòè ôîðìóëó ñêîðîñòè çâóêà äëß óðàâíåíèß ïîëèòðîïíîãî
ñîñòîßíèß (124)-(126).
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ËÅÊÖÈß 5
ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÀÍÀËÎÃÈ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ
ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ
5.1. Èäåàëüíàß æèäêîñòü
Ïîëàãàß, ÷òî âñå íåðàâíîâåñíûå ïîòîêè ðàâíû íóëþ, à òàêæå îòñóò-
ñòâóþò èñòî÷íèêè ÷àñòèö, ýíåðãèè, èìïóëüñà è ýíòðîïèè, ò.å.,
J i = 0 , I i = 0 , I i(s) = 0 , ω(a) = 0 , T i = 0 , σ = 0 , (148)
ïîëó÷èì èç (57),(67),(68) ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
Dn = −n∇kUk , (149)
DW = −nh∇kUk , (150)
DU i =
1
nh
∇iP . (151)
Â äàííûõ óðàâíåíèßõ âìåñòî ñèìâîëà V i èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå
U i. Äåëî â òîì, ÷òî äëß èäåàëüíîé æèäêîñòè
N i = nV i , T ik = WV iV k−P (gik−V iV k) , T ikVk = WV i , (152)
à ïîòîìó îïðåäåëåíèß Ýêêàðòà è Ëàíäàó-Ëèôøèöà äàþò îäíî è òî
æå çíà÷åíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè. Óðàâíåíèå (149) åñòü óðàâ-
íåíèå íåðàçðûâíîñòè ïîòîêà. Óðàâíåíèå (151) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
ðåëßòèâèñòñêîå îáîáùåíèå óðàâíåíèß Ýéëåðà. Èñêëþ÷àß äèâåðãåí-
öèþ ñêîðîñòè èç óðàâíåíèé (149) è (150), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
De+ PD
(
1
n
)
= 0 . (153)
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ds = 0, è ïðîöåññ ýâîëþöèè òàêîé ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû åñòü ïðîöåññ èçýíòðîïè÷åñêèé (àäèàáàòè÷åñêèé).
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Ââîäß, êàê îáû÷íî, òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîßííîì äàâëåíèè Cp è
òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîßííîì îáúåìå Cv
Cp ≡ ∂h
∂T
, Cv ≡ ∂e
∂T
, (154)
èç (153) ïîëó÷èì óðàâíåíèå ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû
CvDT = ∇kUk
(
P
n
− n∂e
∂n
)
. (155)
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî e çàâèñèò òîëüêî îò òåìïåðàòóðû T , à äàâ-
ëåíèå çàäàåòñß ôîðìóëîé P = nkBT , òî èç (155) ïîëó÷èì
DT
T
= (1− γ) ∇kUk , (156)
ãäå ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ çàäàåòñß ñîîòíîøåíèåì
γ ≡ Cp
Cv
= 1 +
kB
Cv
. (157)
Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ â îáùåì ñëó÷àå åñòü ôóíêöèß îò òåìïåðàòó-
ðû T . Âû÷èñëèì ýòîò ïàðàìåòð äëß ðåëßòèâèñòñêîãî ãàçà, ðàññìàò-
ðèâàåìîãî â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì êîíòåêñòå. Ïîñêîëüêó äëß ðåëßòè-
âèñòñêîãî ãàçà [8]
h(T ) = mc2
K3(λ)
K2(λ)
, (158)
âûïîëíßß äèôôåðåíöèðîâàíèå â ôîðìóëàõ (154) ñ ó÷åòîì ïðàâèë
äèôôåðåíöèðîâàíèß ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëß
(
− d
dλ
) Kn(λ)
λn
 = Kn+1(λ)
λn
,
(
− d
dλ
)
[λnKn(λ)] = λ
nKn−1(λ) ,
(159)
ïîëó÷èì
Cv = kB
λ2 − 1 + 5
(
h
kBT
)
−
(
h
kBT
)2 , (160)
γ
γ − 1 =
λ2 + 5
(
h
kBT
)
−
(
h
kBT
)2 . (161)
40
Â íåðåëßòèâèñòñêîì (λ >> 1) è óëüòðàðåëßòèâèñòñêîì (λ << 1)
ïðåäåëàõ ïîêàçàòåëè àäèàáàòû îêàçûâàþòñß ïîñòîßííûìè âåëè÷è-
íàìè, ðàâíûìè, ñîîòâåòñòâåííî, 53 è
4
3 . Ñêîðîñòü çâóêà, ðàññ÷èòàííàß
ïî ôîðìóëå (145), èìååò âèä
v(s) = c
√√√√kBT
h
(
1 +
kB
Cv
)
= c
√√√√γkBT
h
, (162)
ãäå óäåëüíàß ýíòàëüïèß h è ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ çàäàþòñß, ñîîò-
âåòñòâåííî, ôîðìóëàìè (158) è (161).
5.2. Ðåëßòèâèñòñêàß òåïëîïðîâîäßùàß íåâßçêàß æèäêîñòü
Ðàññìîòðèì ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé òåïëîâîé
ïîòîê (91) åñòü ìàêðîñêîïè÷åñêè çíà÷èìàß âåëè÷èíà, íî ïîòîê âßç-
êîãî äàâëåíèß ïî-ïðåæíåìó èñ÷åçàþùå ìàë. Â òàêîé ìîäåëè ýâîëþ-
öèîííûå óðàâíåíèß, îñíîâàííûå íà îïðåäåëåíèè Ëàíäàó-Ëèôøèöà
äëß ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè U i, ïðèíèìàþò âèä
nhDU j = ∇jP , (163)
D(ne) = −nh∇kUk , (164)
Dn+ n∇kUk −∇k
(
1
h
Ik(q)
)
+
1
h
Ik(q)DUk = 0 . (165)
5.2.1. Ëèíåéíàß òåðìîäèíàìèêà è ïðîöåññû òåïëîïðîâîäíîñòè
Ïðåäñòàâèì êîíâåêòèâíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ïðîèçâåäåíèß ne ñ ïîìî-
ùüþ ñîîòíîøåíèß
D(ne) =
(
e+ n
∂e
∂n
)
Dn+ nCvDT, (166)
à êîíâåêòèâíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ñêîðîñòè èç óðàâíåíèß (163) ïîä-
ñòàâèì â (165). Ïîëàãàß, ÷òî â ðàìêàõ ëèíåéíîé ãèäðîäèíàìèêè ïðî-
èçâåäåíèåì ãðàäèåíòîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèè ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò îäíîé èç íèõ (íà-
ïðèìåð, âåëè÷èíîé ∇iP∇ih ïî ñðàâíåíèþ ñ h∇i∇iP ) [8], à òàêæå
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ñ÷èòàß, ÷òî óäåëüíàß ýíåðãèß e íå çàâèñèò îò ïëîòíîñòè n, ïîëó÷èì,
êàê ñëåäñòâèå ôîðìóë (164) è (166), ñîîòíîøåíèå
nCvDT = −P∇kUk + λ
(
1− P
nh
) (
∆T − T
nh
∆P
)
, (167)
ãäå ∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà:
∆ ≡ ∇m∇m. (168)
Óðàâíåíèå (167) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ðåëßòèâèñòñêîå óðàâíåíèå òåï-
ëîïðîâîäíîñòè â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåðìîäèíàìèêè. Ýòî óðàâíåíèå
îòíîñèòñß ê óðàâíåíèßì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, à ïîòîìó ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèß òåïëà íå îãðàíè÷åíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâàì
ðåëßòèâèñòñêîé òåîðèè ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì.
5.2.2. Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è ïðîöåññû òåïëîïðîâîäíîñòè
Äëß òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äëß
ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû, íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñß ðåëßòèâèñòñêèì
îáîáùåíèåì çàêîíà Ìàêñâåëëà - Êàòòàíåî (109)-(111). Êàê è â ïóíê-
òå 5.2.1., áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êâàäðàòû è ïðîèçâåäåíèß ïðîèçâîäíûõ
îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèß
ñàìèõ âåëè÷èí íà èõ âòîðûå ïðîèçâîäíûå. Ðàáîòàß â òàêîì ïðè-
áëèæåíèè è ñ÷èòàß ïàðàìåòð τ1 ïîñòîßííûì, ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå
(110) â âèäå:
DI i(q) = −
1
τ1
I i(q) +
λT
τ1
(
1
T
∇iT −DU i
)
. (169)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèé (163)-(165) âûðàçèì äèâåðãåíöèþ
òåïëîâîãî ïîòîêà
∇iI i(q) =
h
e
(nCvDT + P∇jU j) . (170)
Ñëåäóþùèì øàãîì ïðèìåíèì îïåðàòîð∇i ê óðàâíåíèþ (169), îïåðà-
òîðD ê óðàâíåíèþ (170) è íàéäåì ðàçíîñòü ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé.
Â çàäàííîì ïðèáëèæåíèè
∇iDI i(q) −D∇iI i(q) = 0 , (171)
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è êàê ñëåäñòâèå (171) ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
τ1D
2T+DT=
λ
nCv
(
1− P
nh
) (
∆T− T
nh
∆P
)
− P
nCv
(
∇kUk+ τ1
nh
∆P
)
.
(172)
Ïðè τ1 = 0 óðàâíåíèå (172) äàåò (167) ïîñëå î÷åâèäíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Åñëè τ1 6= 0, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà äëß òåìïåðàòóðû.
5.3. Ðåëßòèâèñòñêàß íåòåïëîïðîâîäßùàß âßçêàß æèäêîñòü
Â äàííîé ìîäåëè òåïëîâîé ïîòîê ñ÷èòàåòñß èñ÷åçàþùå ìàëûì, íåðàâ-
íîâåñíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîòîêà æèäêîñòè ïðåäñòàâ-
ëåíû òåíçîðîì âßçêîãî äàâëåíèß (94)-(96). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèß
äèíàìèêè æèäêîñòè â ïðåäñòàâëåíèè Ëàíäàó - Ëèôøèöà ïðèâîäßò-
ñß ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:
Dn+ n∇kUk = 0 , (173)
D(ne) + nh∇kUk − Πik∇kUi = 0 , (174)
nhDU j = ∇jP +ΠjkDUk −∆ji∇kΠik . (175)
5.3.1. Ðåëßòèâèñòñêàß æèäêîñòü ñ íóëåâîé ñäâèãîâîé âßçêîñòüþ
Äàííàß ìîäåëü øèðîêî ïðèìåíßåòñß ïðè èññëåäîâàíèè èçîòðîïíûõ
êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîñêîëüêó êîñìîëîãè÷åñêèé ïðèíöèï òðå-
áóåò, ÷òîáû ñðåäà îáëàäàëà òîëüêî îáúåìíîé âßçêîñòüþ (bulk viscosity).
Ïîëàãàß, ÷òî
Πik =
1
3
∆ikΠ , (176)
ïåðåïèøåì óðàâíåíèß (174) è (175) â âèäå
D(ne) + (ne+ P)∇kUk = 0 , (177)
(ne+ P)DU j = ∇jP , (178)
ãäå
P ≡ P − 1
3
Π (179)
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åñòü ïîëíîå äàâëåíèå, ñîñòîßùåå èç Ïàñêàëåâñêîé ÷àñòè P è íåðàâ-
íîâåñíîãî äàâëåíèß−13Π. Â òàêîé çàïèñè óðàâíåíèß (177) è (178) âû-
ãëßäßò êàê óðàâíåíèß èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ äàâëåíèåì P , îäíàêî,
â äàííîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïðîèçâîäñòâî
ýíòðîïèè îòëè÷íî îò íóëß: σ = 19ζΠ2.
5.3.2. Ëèíåéíàß òåðìîäèíàìèêà è ðåëßòèâèñòñêàß âßçêàß æèä-
êîñòü
Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåðìîäèíàìèêè òåíçîð àíèçîòðîïíîãî äàâëåíèß
àëãåáðàè÷åñêè âûðàæàåòñß ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ÷åòûðå - âåêòîðà
ñêîðîñòè:
Πik = Πik(0) +
1
3
∆ikΠ , (180)
Πik(0) =
1
2
η
[
∇iUk +∇kU i − 2
3
∆ik∇lU l
]
, (181)
Π = 3ζ∇lU l , (182)
à óðàâíåíèß (175) ïðèâîäßòñß ê âèäó:
nhDU j = ∇jP − η
2
∆U j −
(
ζ +
1
6
η
)
∇j∇lU l . (183)
Óðàâíåíèß (183) ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ðåëßòèâèñòñêîå îáîáùåíèå óðàâ-
íåíèé Íàâüå - Ñòîêñà. Ýòî åñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñêîðîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
òàêàß ãèäðîäèíàìè÷åñêàß ìîäåëü íå ñîãëàñóåòñß ñ ïðåäñòàâëåíèßìè
î êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèß èíôîðìàöèè â òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè. Äëß òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàêèì îáðàçîì
óäàåòñß èçáàâèòüñß îò ýòèõ ïðîòèâîðå÷èé â ðàìêàõ ïðè÷èííîé òåð-
ìîäèíàìèêè, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ óïðîùåííóþ ìîäåëü.
5.3.3. Ïðè÷èííàß òåðìîäèíàìèêà è ðåëßòèâèñòñêàß æèäêîñòü ñ
íóëåâîé ñäâèãîâîé âßçêîñòüþ
Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèß, ñôîðìóëèðîâàííûå â íà÷àëå ïà-
ðàãðàôà 5.2.2., ïóñòü τ1 = τ2 = 0, è ïóñòü â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò
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òåïëîïðîâîäíîñòü è ñäâèãîâàß âßçêîñòü. Òîãäà èç òðåõ ñîîòíîøåíèé
(109)-(111) íåòðèâèàëüíûì îñòàåòñß òîëüêî îäíî:
τ0DΠ+ Π = 3ζΘ . (184)
Â óêàçàííîì ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðû D è ∇k ìîæíî ìåíßòü ìåñòà-
ìè. Âû÷èñëèâ êîììóòàòîð
D∇jΠ−∇jDΠ = 0 (185)
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (178) è (184), èñêëþ÷èì Π èç óðàâíåíèß
äëß ñêîðîñòè:
τ0nhD
2U j + nhDU j = (1 + τ0D)∇jP − ζ∇j∇lU l . (186)
Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåëßòèâèñòñêèì óðàâíåíèåì Íà-
âüå - Ñòîêñà (183), åñëè τ0 = 0 è η = 0. Óðàâíåíèå (186) ïðåäñòàâëßåò
ñîáîé óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, è åãî èñïîëüçîâàíèå ðåøàåò
ïðîáëåìó ïðè÷èííîñòè â ðåëßòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå.
5.4. Ñâåðõòåêó÷àß æèäêîñòü
Ìîäåëü ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè êàê äâóõêîìïîíåíòíîé ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû âïåðâûå áûëà ïðåäñòàâëåíà â 1941 ãîäó â ðàáîòå
Ë.Ä. Ëàíäàó, íî ëèøü â âîñüìèäåñßòûõ ãîäàõ 20 âåêà ïîßâèëñß ðåëß-
òèâèñòñêèé àíàëîã ýòîé ìîäåëè. Ìîäåëü ñòðîèòñß ñ èñïîëüçîâàíèåì
äâóõ âåêòîðîâ ñêîðîñòè: ñêîðîñòè íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû V i(n) è
ñêîðîñòè ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû V i(s). Ïîëíûé âåêòîð òîêà ÷èñëà
÷àñòèö
N i = n(n)V
i
(n) + n(s)V
i
(s) (187)
óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ
∇iN i = 0 . (188)
Äèâåðãåíöèß ïîëíîãî ìîäåëüíîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
T ik = n(n)h(n)V
i
(n)V
k
(n) + n(s)h(s)V
i
(s)V
k
(s) − gik(P(n) + P(s)) (189)
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òàêæå ðàâíà íóëþ
∇kT ik = 0 . (190)
×òî æå êàñàåòñß ýíòðîïèè, óäåëüíàß ýíòðîïèß ñâåðõòåêó÷åé êîìïî-
íåíòû ðàâíà ïî îïðåäåëåíèþ íóëþ
s(s) ≡ 0 , (191)
à ïîëíàß ýíòðîïèß ðàâíà ýíòðîïèè íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû
Si = n(n)s(n)V
i
(n) (192)
è óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ
∇iSi = 0 . (193)
Ãëàâíàß ïðîáëåìà ðåëßòèâèñòñêîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãèäðîäèíà-
ìèêè ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè ñâßçàíà ñ òåì îáñòîßòåëüñòâîì, ÷òî
ñåìíàäöàòü èñêîìûõ âåëè÷èí: n(s), n(n), e(s), e(n), P(s), P(n), s(s), s(n),
V i(s), V i(n) è T , - ñâßçàíû äåñßòüþ óðàâíåíèßìè (øåñòüþ óðàâíåíèßìè
áàëàíñà (188), (190), (193), óðàâíåíèåì Ãèááñà, äâóìß óðàâíåíèß-
ìè íîðìèðîâêè ñêîðîñòåé, óðàâíåíèåì äëß ýíòðîïèè ñâåðõòåêó÷åé
êîìïîíåíòû (191)). Äàííóþ ìîäåëü íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñåìüþ
ñîîòíîøåíèßìè, èìåþùèìè ñòàòóñ óðàâíåíèé ñîñòîßíèß. ×åòûðå èç
íèõ çàäàþòñß â âèäå óñëîâèß ïîòåíöèàëüíîñòè äëß ïîòîêà ýíòàëüïèè
ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû:
h(s)V
i
(s) = Ψ
;i . (194)
Îòìåòèì, ÷òî óäåëüíàß ýíòàëüïèß ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû ñîâïà-
äàåò ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, ïîñêîëüêó åå ýíòðîïèß ðàâíà íó-
ëþ. ×òîáû èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèß ñêàëßð Ψ, âìåñòî óðàâíåíèß
(194) ìîæíî ðàññìîòðåòü åãî äèôôåðåíöèàëüíîå ñëåäñòâèå
Ψ;i;k −Ψ;k;i ≡ 0 = (h(s)V i(s));k − (h(s)V k(s));i . (195)
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Ñâåðòêà ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëåäñòâèß ñî ñêîðîñòüþ V k(s) äàåò
ñîîòíîøåíèå
V k(s)(h(s)V
i(s));k = (h(s))
;i . (196)
Îäíî èç îñòàâøèõñß òðåõ óðàâíåíèé ñâßçûâàåò ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷à-
ñòèö íîðìàëüíîé è ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà îäíîðîäíà è ñòàöèîíàðíà, òî ñëåäóåò ïîëà-
ãàòü
n(n) + n(s) ≡ n = const , (197)
à äëß íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì â óðàâíåíèè (197) ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷à-
ñòèö ñëåäóåò çàìåíèòü ïîëíûì ÷èñëîì ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñîðòà. Îñòàâøèåñß äâà óðàâíåíèß ïðèçâàíû ñâßçàòü äàâëåíèß P(s)
è P(n) ñ îñòàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Â ñèëó ñêàëßðíîé ïðèðîäû ýòèõ
óðàâíåíèé ñêîðîñòè íîðìàëüíîé è ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò âõîäßò
â íèõ ÷åðåç ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå:
Q = gikV
i
(s)V
k
(n). (198)
Åñëè îòíîñèòåëüíàß ñêîðîñòü òå÷åíèß íîðìàëüíîé è ñâåðõòåêó÷åé
êîìïîíåíò îòëè÷íà îò íóëß, òî ñêàëßð Q îòëè÷åí îò åäèíèöû è êàê
íîâûé ïàðàìåòð ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ äëß òåîðåòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèß.
5.5. Óäàðíûå âîëíû â ðåëßòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå
Êàê è â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå, â ðåëßòèâèñòñêîé ãèäðîäèíà-
ìèêå ñóùåñòâóþò òå÷åíèß, äëß êîòîðûõ äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå
òåðïßò ðàçðûâ íà íåêîòîðîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè Σ, íàçûâàåìîé
ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû. Åñëè îáîçíà÷èòü ñèìâîëîì ξi ïðîñòðàí-
ñòâåííîïîäîáíûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ, òî èç çàêîíîâ
ñîõðàíåíèß ÷èñëà ÷àñòèö, ýíåðãèè è èìïóëüñà ìîæíî ïîëó÷èòü óñëî-
âèß, çàäàþùèå ñêà÷êè èñêîìûõ ôóíêöèé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó
47
ôðîíòà: [
N iξi
]
= 0 ,
[
T ikξk
]
= 0 . (199)
Cèìâîë [A] îçíà÷àåò ðàçíîñòü â çíà÷åíèßõ ôóíêöèè A íåïîñðåä-
ñòâåííî çà ôðîíòîì A+ è ïåðåä íèì A−. Ïóñòü Y +(Σ) è Y −(Σ)
ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ôóíêöèè Õåâèñàéäà, îòëè÷íûå îò íóëß, ñîîò-
âåòñòâåííî, çà è ïåðåä ïîâåðõíîñòüþ ôðîíòà Σ(x) = 0. Ëþáàß òåí-
çîðíàß âåëè÷èíàA ìîæåò áûòü çàäàíà (ïîäðîáíîñòè ñìîòðè â îáçîðå
[38]) ñóììîé
A = Y +(Σ)A+ Y −(Σ)A . (200)
Ñîãëàñíî ñèìâîëè÷åñêèì ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèß îáîáùåí-
íûõ ôóíêöèé [38] ïðîèçâîäíàß ðàçáèâàåòñß íà òðè ñîñòàâëßþùèå:
∇iA = Y +(Σ)∇iA+ Y −(Σ)∇iA+ δ(Σ)∇iΣ(x)[A] , (201)
êîòîðûå ëîêàëèçîâàíû, ñîîòâåòñòâåííî, çà ôðîíòîì, ïåðåä ôðîíòîì
è íà ñàìîì ôðîíòå. Ïîñêîëüêó âåêòîð ∇iΣ(x) ïðîïîðöèîíàëåí âåê-
òîðó ξi, òî èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèß
∇iN i = 0 , ∇kT ik = 0 (202)
ñëåäóþò ðàâåíñòâà (199) â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé Õåâèñàéäà
è äåëüòà-ôóíêöèè δ(Σ). Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ðå÷ü èäåò î ïëîñ-
êîì ïðîñòðàíñòâå - âðåìåíè, ÷òî êîîðäèíàòà x íàïðàâëåíà âäîëü
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà è ÷òî òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè îòñóòñòâóþò. Òîãäà óñëîâèß (199) íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
â èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðåäñòàíóò â âèäå
[Nx] ≡ [nUx] = 0 , [T 0x] ≡ [(W + P )U 0Ux] = 0 ,
[T xx] ≡ [(W + P )(Ux)2 + P ] = 0 . (203)
Â òåðìèíàõ óäåëüíîé ýíòàëüïèè h ≡ W+Pn òðè óðàâíåíèß íà ðàçðû-
âàõ (203) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå
n1U
x
1 = n2U
x
2 , h1n1(U
x
1 )
2 − h2n2(Ux2 )2 = P2 − P1 ,
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h1n1U
x
1
√
1 + (Ux1 )
2 = h2n2U
x
2
√
1 + (Ux2 )
2 . (204)
Ðåøàß äàííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, íàéäåì, ÷òî
n1U
x
1 = n2U
x
2 =
√√√√√P2 − P1h1
n1
− h2n2
. (205)
Èñêëþ÷èâ ñêîðîñòè èç ðàññìîòðåíèß, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
h22 − h21 = (P2 − P1)
(
h1
n1
+
h2
n2
)
, (206)
èçâåñòíîå êàê "àäèàáàòà Òàóáà". Òàê æå, êàê è àäèàáàòà Ðàíêèíà-
Ãþãîíèî â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå, àäèàáàòà Òàóáà ñâßçûâàåò
ñêà÷îê äàâëåíèß íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû ñ ýíòàëüïèåé è ïëîòíî-
ñòüþ ÷èñëà ÷àñòèö ïî îáå ñòîðîíû îò ôðîíòà.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
Ó.5.1. Âûßñíèòü óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ðåëßòèâèñòñêèé èäåàëüíûé
ãàç ïîä÷èíßåòñß çàêîíó Ïóàññîíà Tn1−γ = const.
Ó.5.2. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèß ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (172) íàéòè ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß òåìïåðàòóðíûõ âîëí â ïðèáëèæåíèè èñ÷åçà-
þùå ìàëîãî äàâëåíèß.
Ó.5.3. Â ðàìêàõ ïðè÷èííîé òåðìîäèíàìèêè âßçêîé íåòåïëîïðîâîäß-
ùåé æèäêîñòè âûâåñòè óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äëß ñêîðî-
ñòè U i â ñëó÷àå íåíóëåâîé ñäâèãîâîé âßçêîñòè (η 6= 0), íî èñ÷åçàþùå
ìàëîé îáúåìíîé âßçêîñòè (ζ = 0).
Ó.5.4. Ïîëó÷èòü àäèàáàòó Ðàíêèíà - Ãþãîíèî êàê íåðåëßòèâèñòñêèé
ïðåäåë àäèàáàòû Òàóáà.
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ËÅÊÖÈß 6
ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÀ ÇÀÐßÆÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
6.1. Ðåëßòèâèñòñêàß çàðßæåííàß æèäêîñòü
Ïóñòü ÷àñòèöû, ñîñòàâëßþùèå ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îáëà-
äàþò ýëåêòðè÷åñêèìè çàðßäàìè e(a) (êàê è ïðåæäå, (a) îçíà÷àåò
èíäåêñ ñîðòà ÷àñòèö). Â ýòîì ñëó÷àå ê ñòàíäàðòíîìó "êîíòàêòíî-
ìó"âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ÷àñòèöàìè äîáàâëßåòñß ýëåêòðîìàãíèò-
íîå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëß. Îáîçíà÷èì, êàê îáû÷íî, ñèìâîëîì F ik òåíçîð
Ìàêñâåëëà - òåíçîð íàïðßæåííîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëß. Â äàííîì ïîëå çàðßæåííàß ÷àñòèöà, õàðàêòåðèçóþ-
ùàßñß èìïóëüñîì pi è ìàññîé ïîêîß m(a), èñïûòûâàåò äåéñòâèå ñèëû
Ëîðåíöà
F i(a) =
e(a)
m(a)c2
F i·k p
k . (207)
Ñèëà Ëîðåíöà îòíîñèòñß ê ðàçðßäó "ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë äëß êîòî-
ðûõ
∂
∂pi
F i(a) = 0 , (208)
à ïîòîìó íå ïðèâîäèò ê ïðîèçâîäñòâó ÷àñòèö (ñì. ñëåäóþùóþ ëåê-
öèþ). Îäíàêî, ñèëà Ëîðåíöà ïåðåðàñïðåäåëßåò ýíåðãèþ è èìïóëüñ â
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, ñëåäîâàòåëüíî, èñòî÷íèê T i â óðàâíå-
íèßõ (67),(68) îòëè÷åí îò íóëß. Äîêàæåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
T i = ∑
(a)
e(a)F
i
·k N
k
(a) . (209)
Äëß äîêàçàòåëüñòâà âñïîìíèì, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëß èìååò âèä [1]:
T ik(em) =
1
4pi
[
1
4
gikFlmF
lm − F ilF k· l
]
. (210)
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Äèâåðãåíöèß òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß â
ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
∇kF ik = −4pi
c
I i(e) , ∇kFil +∇lFki +∇iFlk = 0 (211)
ñâîäèòñß ê êîíñòðóêöèè âèäà
∇kT ik(em) = −
1
c
F i·kI
k
(e) . (212)
×åòûðå-âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà I i(e) ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ñóììà
ïàðöèàëüíûõ òîêîâ
I i(e) ≡
∑
(a)
e(a)cN
i
(a) . (213)
Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîëíûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñîñòî-
ßùèé èç ñóììû T ik äëß ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è T ik(em) äëß
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß, îáëàäàë íóëåâîé äèâåðãåíöèåé, òî ïîëó-
÷èì èñêîìîå ñîîòíîøåíèå
∇kT ik = −∇kT ik(em) =
∑
(a)
e(a)F
i
·k N
k
(a) . (214)
Àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (214) áóäåò äàíî â ñëåäó-
þùåé ëåêöèè. Âñïîìèíàß, ÷òî ñîãëàñíî (9),(10)
N i(a) =
n(a)
n
N i + I i(a) , (215)
è âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì Ýêêàðòà äëß ìàêðîñêîïè÷åñêîé
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè U i, ïîëó÷èì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé òîê
ðàñïàäàåòñß íà äâå ñîñòàâëßþùèå: ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ îòíî-
ñèòåëüíî ñêîðîñòè U i
I i(e) = cU
i∑
(a)
e(a)n(a) +
∑
(a)
e(a)I
i
(a) . (216)
Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñóììà
ρ ≡∑
(a)
e(a)n(a) (217)
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èãðàåò ðîëü ïëîòíîñòè çàðßäà â ñðåäå. Âòîðîå ñëàãàåìîå, áóäó÷è âåê-
òîðîì, îðòîãîíàëüíûì ñêîðîñòè U i, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê
ëèíåéíàß êîìáèíàöèß ÷åòûðå-âåêòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî Ei è ìàãíèò-
íîãî H i ïîëåé. Ïîñëåäíèå îïðåäåëßþòñß ñîîòíîøåíèßìè [24]
Ei ≡ F ikUk , H i = 1
2
²iklmFlmUk (218)
è â ñèëó îïðåäåëåíèß îðòîãîíàëüíû âåêòîðó ñêîðîñòè
EiUi = 0 = H
iUi . (219)
Ñèìâîë ²iklm èñïîëüçîâàí äëß îáîçíà÷åíèß êîâàðèàíòíî ïîñòîßííîãî
àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Ëåâè - ×èâèòà [1]. C ïîìî-
ùüþ îïðåäåëåíèé (218),(219) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñß òåíçîð
Ìàêñâåëëà êàê ëèíåéíàß ôóíêöèß âåêòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé
Flm = ElUm − EmUl − ²lmpqHpU q . (220)
Ðàçëîæåíèå ∑
(a)
e(a)I
i
(a) ≡ νEEi + νHH i (221)
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðåëßòèâèñòñêèì îáîáùåíèåì çàêîíà Îìà. Â êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè ñêàëßðíûé êîýôôèöèåíò νE èìååò ñìûñë ýëåêòðè÷å-
ñêîé ïðîâîäèìîñòè æèäêîñòè. Ïñåâäîñêàëßð νH ïîëàãàåòñß ðàâíûì
íóëþ â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå; ïîñòóïèì òàê æå è â ðåëßòèâèñòñêîì
ñëó÷àå.
Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (215),(220),(221) â (209), "èñòî÷íèê"ýíåðãèè
- èìïóëüñà, ñâßçàííûé ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì â ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
T i = ρEi − νE(U iEmEm + ²iklmEkHlUm) . (222)
Èçìåíåíèå ýíåðãèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñïðîâîöèðîâàíî ñêà-
ëßðíûì èñòî÷íèêîì
UiT i = −νEEmEm , (223)
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à èìïóëüñ èçìåíßåòñß áëàãîäàðß âåêòîðíîìó èñòî÷íèêó
∆jiT i = ρEj − νE²jklmEkHlUm . (224)
Óðàâíåíèß áàëàíñà ïðèíèìàþò îêîí÷àòåëüíûé âèä
Dn+ n∇kUk = 0 , (225)
nDx(a) = I
i
(a)DUi −∇iI i(a) , (226)
D(en)+nh∇kUk+2UkDIk(q)+∇kIk(q)−Πik∇kUi = −νEEmEm , (227)
nhDU j = ∇jP − Ij(q)∇kUk − Ik(q)∇kU j −∆jiDI i(q)−
+ΠjkDUk −∆ji∇kΠik + ρEj − νE²jklmEkHlUm , (228)
Tσ = −νEEmEm +Πik∇kUi + Ik(q)
(
DUk − 1
T
∇kT
)
. (229)
Èç (228) ñëåäóåò, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå óñêîðåíèå â ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìå, ñïðîâîöèðîâàííîå äåéñòâèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëß, ñîäåðæèò äâà ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå èç íèõ ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîò-
íîñòè çàðßäà è âåëè÷èíå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß. Âòîðîå ïðîïîðöèî-
íàëüíî âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé è ïîòîìó ìîæåò áûòü îòíåñåíî ê óñêîðåíèþ äðåéôîâîãî òèïà.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (229) íåîòðèöàòåëüíî â
ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîñòè âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè σ ïî-ïðåæíåìó íåîòðèöàòåëü-
íî, êàê ýòîãî è òðåáóåò âòîðîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè.
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6.2. Ðåëßòèâèñòñêàß ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêà
Ðåëßòèâèñòñêàß ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêà çàíèìàåòñß èññëåäîâàíèåì
òå÷åíèé çàðßæåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ νE →∞. Ïîñêîëüêó òîê èìååò êîíå÷íóþ
âåëè÷èíó, òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â òàêîé ìîäåëè îáßçàíî ñòðåìèòü-
ñß ê íóëþ Ei → 0. Ïðßìîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ óðàâíåíèé ìàãíè-
òîãèäðîäèíàìèêè ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà, îäíàêî, ïîëó÷èòü ìîäåëüíûå óðàâíåíèß ìîæíî
è áîëåå ïðîñòî. Ðàññìîòðèì òåíçîð Ìàêñâåëëà äëß ïîëß, ó êîòîðîãî
îòñóòñòâóåò ýëåêòðè÷åñêàß ñîñòàâëßþùàß
Flm = −²lmpqHpU q . (230)
Ñóììàðíûé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñîñòîßùèé èç òåíçîðà ýíåð-
ãèè - èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè è òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà
ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß, ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
T ik = {(W + P )U iUk − gikP}+ 1
4pi
{(
1
2
gik − U iUk
)
H lHl −H iHk
}
.
(231)
Âûâîä ôîðìóëû (231) ñòàíîâèòñß î÷åâèäíûì, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî
òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß çàäàí ñîîòíîøå-
íèåì (210), à òåíçîð Ëåâè-×èâèòà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:
1
2
²lmpq²
lmik = −δikpq , ²lmpq²ljik = −δjikmpq , (232)
ãäå δikpq è δjikmpq - îáîáùåííûå òåíçîðû Êðîíåêåðà âòîðîãî è òðåòüå-
ãî ðàíãà, ñîîòâåòñòâåííî. Ìàãíèòíîå ïîëå âíîñèò âêëàä â ïîëíóþ
ýíåðãèþ
W(tot) = W − 1
8pi
H lHl , (233)
â òåíçîð íàïðßæåíèé
P ik(tot) = −P∆ik −
1
4pi
H iHk +
1
8pi
∆ikH lHl , (234)
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íî íå ïîðîæäàåò ïîòîêà òåïëà, ò.å., I i(tot) = 0. Â ìîäåëè ðåëßòè-
âèñòñêîé ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêè [13],[24] ïðèíßòî ðàáîòàòü òîëüêî
ñî âòîðîé ïîäñèñòåìîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (211), ïîëàãàß, ÷òî ïåð-
âàß ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé (211) ñëóæèò îïðåäåëåíèþ èñ÷åçàþùå ìà-
ëîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëß. Ïîäñòàâëßß (230) â (211), ïîëó÷èì
(U iHk − UkH i);k = 0 . (235)
Ñâåðòêè óðàâíåíèé (235) ñî ñêîðîñòüþ Ui è íàïðßæåííîñòüþ ìàã-
íèòíîãî ïîëßHi, ñîîòâåòñòâåííî, äàþò äâà âàæíûõ ñêàëßðíûõ ñëåä-
ñòâèß. Ïåðâîå èç íèõ
Hk;k = −HkDUk , (236)
èëè èíà÷å
∇kHk = 0 , (237)
åñòü èçâåñòíûé çàêîí ñîõðàíåíèß ìàãíèòíîãî ïîòîêà â äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìå. Âòîðîå ñëåäñòâèå
1
2
D(HkHk) +H
kHk∇iU i = H iHk∇kUi (238)
ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëß ñîâïàäàåò ñ ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì
äëß ïëîòíîñòè ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëß. Èç óñëîâèß (214) ñ ó÷åòîì
ñëåäñòâèé (237) è (238) ïîëó÷èì, ÷òî èñòî÷íèê ýíåðãèè-èìïóëüñà T i
â ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëßåòñß ôîðìóëîé
T i = 1
4pi
{
∆ilHk∇kHl +H lHlDU i − 1
2
∇i(H lHl)−H iHkDUk
}
.
(239)
Ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå UiT i, î÷åâèäíî, ðàâíî íóëþ, ò.å., óðàâíå-
íèå ýâîëþöèè ýíåðãèè íå ñîäåðæèò âêëàäà îò ìàãíèòíîãî ïîëß è
èìååò âèä (150). Ïðîñòðàíñòâåííàß ÷àñòü èñòî÷íèêà ∆ijT j â òî÷íî-
ñòè ñîâïàäàåò ñ (239). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äëß îïðåäåëåíèß
ñêîðîñòè ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèß ïðåäñòàâèìî â ñëåäó-
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þùåì îêîí÷àòåëüíîì âèäå:
nh−H lHl
4pi
 δik+H iHk4pi
DUk=∇i
P−H lHl
8pi
+ 1
4pi
∆ilHk∇kHl .
(240)
Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî áûòü äîïîëíåíî óðàâíåíèßìè ýëåêòðîäèíà-
ìèêè
∆ikDH
k = Hk∇kU i −H i∇kUk , ∇kHk = 0 , (241)
à òàêæå çàêîíàìè ñîõðàíåíèß ÷èñëà ÷àñòèö, ýíåðãèè è ýíòðîïèè
Dn = −n∇kUk , DW = −nh∇kUk , Ds = 0 . (242)
Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî, êîìáèíèðóß (241) è (242), ëåãêî ïîëó÷èòü
ñîîòíîøåíèå
D
H i
n
 =
Hk
n
 [∇kU i − U iDUk] , (243)
êîòîðîìó ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùóþ ôîðìó
∆ikD
Hk
n
−
Hk
n
∇kU i = 0 . (244)
Âñïîìèíàß îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé Ëè £Uλk îò âåêòîðà λk âäîëü
âåêòîðíîãî ïîëß U i, ïîëó÷èì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (244) ñîâïàäàåò ñ
òðåáîâàíèåì
∆ik£U
Hk
n
 = 0 . (245)
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèß ïðîèçâîäíîé Ëè, âû÷èñëåííîé âäîëü
âåêòîðíîãî ïîëß U i îò âåêòîðà Hkn , íà ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíóþ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü, îðòîãîíàëüíóþ ÷åòûðå-âåêòîðó ñêîðîñòè, îáðàùà-
åòñß â íóëü. Íî, êàê èçâåñòíî, èìåííî ýòèì ñâîéñòâîì õàðàêòåðèçó-
þòñß òàê íàçûâàåìûå æèäêèå ëèíèè, ñîñòàâëåííûå èç äâèæóùèõñß
÷àñòèö [16]. Îòñþäà ñëåäóåò êëàññè÷åñêèé âûâîä î òîì, ÷òî ìàã-
íèòíûå ñèëîâûå ëèíèè "âìîðîæåíû"â æèäêîñòü, ò.å., ÷àñòèöû æèä-
êîñòè, ðàñïîëàãàâøèåñß â íà÷àëüíûé ìîìåíò âäîëü ôèêñèðîâàííîé
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ìàãíèòíîé ñèëîâîé ëèíèè, â ïðîöåññå äâèæåíèß òàê è îñòàíóòñß íà
ýòîé ñèëîâîé ëèíèè.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
Ó.6.1. Èñõîäß èç ôîðìóë (228), ïîëó÷èòü îáîáùåíèå óðàâíåíèé Íà-
âüå - Ñòîêñà äëß òå÷åíèß âßçêîé çàðßæåííîé æèäêîñòè; îòâåò ïðåä-
ñòàâèòü â òðåõìåðíûõ âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèßõ.
Ó.6.2. Èñõîäß èç ôîðìóë (240), ïîëó÷èòü îáîáùåíèå óðàâíåíèé Ýé-
ëåðà äëß ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèß; îòâåò ïðåäñòàâèòü â
òðåõìåðíûõ âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèßõ.
Ó.6.3. Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèß íà ðàçðûâàõ äëß ìàãíèòîãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ñ ïîìîùüþ îáîáùåíèß óðàâíåíèé (199).
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ËÅÊÖÈß 7
Î ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÈ
ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÉ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ
7.1. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèß
Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ÷èòà-
òåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè ðåëßòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, ïðåä-
ñòàâëåííîé â ïðåäûäóùèõ ëåêöèßõ äàííîãî öèêëà. Ñëåäóåò ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà âàðèàíòà ïðåäñòàâëåíèß ðåëßòèâèñòñêîãî
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèß:
pi
m(a)c
∇ˆif(a) + F i(a)
∂f(a)
∂pi
=
∑
(b)
J(a)(b) , (246)
pi
m(a)c
∇ˆif(a) + ∂
∂pi
(F i(a)f(a)) =
∑
(b)
J(a)(b) . (247)
È â ïåðâîì, è âî âòîðîì ñëó÷àå pi -ýòî èìïóëüñ ÷àñòèöû, m(a) åñòü
ìàññà ïîêîß ÷àñòèö ñîðòà (a), ∇ˆi - îïåðàòîð Êàðòàíà [7], äëß êîòî-
ðîãî
∇ˆiA(x, p) ≡ A;i − Γlikpk
∂
∂pl
A , (248)
f(a) - ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß ÷àñòèö ñîðòà (a), F i(a) - ñèëà, äåéñòâó-
þùàß íà ÷àñòèöû ñîðòà (a), J(a)(b) - èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, îïèñû-
âàþùèé ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèß ÷àñòèö ñîðòà (a) è (b). Óðàâíåíèß
(246) è (247) ñîâïàäàþò, åñëè ñèëû îòíîñßòñß ê ãèðîñêîïè÷åñêîìó
òèïó, ò.å., åñëè
∂
∂pi
F i(a) = 0 . (249)
Óðàâíåíèå ïåðâîãî òèïà (246) ïîëó÷åíî èç óñëîâèß, ÷òî ïðîèçâîäíàß
îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè âäîëü ôàçîâîé
òðàåêòîðèè äâèæåíèß ñèñòåìû ðàâíà èíòåãðàëó ñòîëêíîâåíèé
d
ds
f(a)(x(s), p(s)) =
∑
(b)
J(a)(b) . (250)
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Óðàâíåíèå âòîðîãî òèïà (247) ïîëó÷åíî èç óñëîâèß, ÷òî âîñüìèìåð-
íàß äèâåðãåíöèß ôàçîâîãî ïîòîêà ðàâíà èíòåãðàëó ñòîëêíîâåíèé
∇ˆi
dxi
ds
f(a)(x, p)
+ ∂
∂pi
Dpi
ds
f(a)(x
i, pk)
 = ∑
(b)
J(a)(b) . (251)
È â ïåðâîì, è âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî äèíàìèêà îò-
äåëüíîé ÷àñòèöû îïèñûâàåòñß óðàâíåíèßìè
dxi
ds
=
pi
m(a)c
,
Dpi
ds
= F i(a) . (252)
7.2. Óðàâíåíèå áàëàíñà ÷èñëà ÷àñòèö
Ïðîèíòåãðèðóåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (246) ïî èìïóëüñíîé ÷àñòè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîãî îáúåìà [7]
dP ≡ d4p√−g . (253)
Èñïîëüçóß ñâîéñòâî îïåðàòîðà Êàðòàíà [10]∫
dP ∇ˆiΦ(x, p) =
{∫
dPΦ(x, p)
}
;i
(254)
è èíòåãðèðóß ïî ÷àñòßì, ïðèõîäèì ê ïåðâîìó èíòåãðàëüíîìó ñîîò-
íîøåíèþ
1
m(a)c
N i(a);i −
∫
dPf(a)
∂F i(a)
∂pi
=
∑
(b)
∫
dPJ(a)(b) . (255)
Çäåñü, êàê è ðàíåå, ñèìâîë N i(a) îáîçíà÷àåò âåêòîð ïîòîêà ÷èñëà ÷à-
ñòèö, îäíàêî, òåïåðü îí ßâíî ïðåäñòàâëåí êàê ïåðâûé ìîìåíò ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèß
N i(a)(x) ≡
∫
dPpif(a)(x, p) . (256)
Åñëè ñòîëêíîâåíèß ÷àñòèö îòíîñßòñß ê êëàññó óïðóãèõ ñòîëêíîâå-
íèé, òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (255) îáðàùàåòñß â íóëü òîæäå-
ñòâåííî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíûé èíòåãðàë ïàð-
íûõ ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà
J(a)(b)(p) ≡ 1
m(a)c
∫
dQdP
′
dQ
′W(p, q|p′, q′) B(f, f) . (257)
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Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (255) îáðàùàåòñß â íóëü, ïî-
ñêîëüêó ñêîáêà Áîëüöìàíà
B(f, f) ≡ [f(a)(p′)f(b)(q′)− f(a)(p)f(b)(q)] (258)
àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïàð (p, q) è (p′, q′), à ñêàëßð
W(p, q|p′, q′), îïèñûâàþùèé âåðîßòíîñòü ïåðåõîäà ïàðû ñòàëêèâàþ-
ùèõñß ÷àñòèö èç ñîñòîßíèß ñ èìïóëüñàìè (p′, q′) â ñîñòîßíèå ñ èì-
ïóëüñàìè (p, q), îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè:
W(p, q|p′, q′) =W(p′, q′|p, q) =W(q, p|p′, q′) =W(p, q|q′, p′) . (259)
Òîãäà óðàâíåíèå áàëàíñà (255) ïðèíèìàåò âèä
N i(a);i = m(a)c
∫
dPf(a)
∂F i(a)
∂pi
, (260)
ïðè÷åì ïðàâàß ÷àñòü (260) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé âåëè÷èíó ïðîèçâîä-
ñòâà ÷àñòèö ω(a) çà ñ÷åò ñèëû F i(a) (ñì. (55)).
Ïðîäåëàâ òó æå ïðîöåäóðó ñ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì (247), ïî-
ëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèå áàëàíñà ïðåâðàùàåòñß â çàêîí ñîõðàíåíèß ÷èñ-
ëà ÷àñòèö â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå
N i(a);i = 0 . (261)
7.3. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè-èìïóëüñà
Ïðîèíòåãðèðóåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (246) ñ âåñîâûì ìíîæèòå-
ëåì pl è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
1
m(a)c
T li(a);i −
∫
dPf(a)
pl∂F i(a)
∂pi
+ F l(a)
 = ∑
(b)
∫
dPplJ(a)(b) . (262)
Çäåñü è äàëåå
T ik(a)(x) ≡
∫
dP pipkf(a)(x, p) (263)
- òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö ñîðòà (a), âòîðîé ìîìåíò ôóíê-
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öèè ðàñïðåäåëåíèß.
Èç òåîðèè ïàðíûõ óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (262) ðàâåí íóëþ, â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñß íà
ïðèìåðå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà (257). Äåéñòâèòåëüíî,
óïîìßíóòûé èíòåãðàë â ñèëó ñèììåòðèè ñêàëßðà âåðîßòíîñòè ïåðå-
õîäà è àíòèñèììåòðè÷íîñòè ñêîáêè Áîëüöìàíà ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå
1
2
∑
(a),(b)
∫
dPdQdP
′
dQ
′W(p, q|p′, q′)f(a)(p′)f(b)(q′)[pl+ql−p′l−q′l] .
(264)
Ïîñêîëüêó ñêàëßð âåðîßòíîñòè ïåðåõîäà ïî îïðåäåëåíèþ âêëþ÷àåò
â êà÷åñòâå ìíîæèòåëß äåëüòà - ôóíêöèþ
δ4(pl + ql − p′l − q′l) , (265)
êîòîðàß ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå ýíåðãèè è èìïóëüñà ÷àñòèö â ïàð-
íûõ ñòîëêíîâåíèßõ, òî î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèå (264) èñ÷åçàåò. Ïî-
ñêîëüêó äëß ñìåñè óïðóãî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñîõðàíßþòñß
òîëüêî ñóììàðíûå çíà÷åíèß ýíåðãèè è èìïóëüñà, çàïèøåì óðàâíå-
íèå áàëàíñà äëß ïîëíîãî òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà T ik ≡ ∑(a) T ik(a):
T li;i =
∑
(a)
m(a)c
∫
dPf(a)
pl∂F i(a)
∂pi
+ F l(a)
 . (266)
Ïðàâàß ÷àñòü óðàâíåíèß (266) çàäàåò "ñèëîâîé"èñòî÷íèê ýíåðãèè -
èìïóëüñà, îáîçíà÷åííûé ðàíåå êàê T l. Äëß êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèß âòîðîãî òèïà ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò â ïðàâîé
÷àñòè ñëàãàåìîãî ñ äèâåðãåíöèåé ñèëû. Åñëè ñèëà F i(a) åñòü ñèëà Ëî-
ðåíöà (207), òî ñîîòâåòñòâóþùèé èñòî÷íèê ýíåðãèè-èìïóëüñà ñîâïà-
äàåò ñ èñòî÷íèêîì (209), íàéäåííûì â ïðåäûäóùåé ëåêöèè.
7.4. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè
Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (246) ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì
−kBm(a)c2[log ((2pih¯)3f(a))− 1] , (267)
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à çàòåì ïðîñóììèðóåì ïî âñåì ñîðòàì ÷àñòèö. Êàê îáû÷íî, kB -
ïîñòîßííàß Áîëüöìàíà, h¯ - ïîñòîßííàß Ïëàíêà. Ðåçóëüòàò ýòèõ îïå-
ðàöèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Si;i = −kBc2
∑
(a)
m(a)

∫
dPf(a)
∂F i(a)
∂pi
[log ((2pih¯)3f(a))− 1]+
+
∑
(b)
∫
dPJ(a)(b) log ((2pih¯)
3f(a))
 , (268)
ãäå ôîðìóëîé
Si ≡ −kBc
∑
(a)
∫
dP pif(a)[log ((2pih¯)
3f(a))− 1] (269)
ïðåäñòàâëåí ïîëíûé ÷åòûðå-âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè ñìåñè. Äëß êè-
íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèß âòîðîãî òèïà (247) àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
âûãëßäèò çàìåòíî ïðîùå:
Si;i = kBc
2∑
(a)
m(a)

∫
dPf(a)
∂F i(a)
∂pi
−∑
(b)
∫
dPJ(a)(b) log ((2pih¯)
3f(a))
 .
(270)
Âûðàæåíèß â ïðàâûõ ÷àñòßõ óðàâíåíèé (268),(270) åñòü ñêàëßðû
ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè, êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàþò-
ñß íà ñòîëêíîâèòåëüíóþ è ñèëîâóþ ÷àñòè. Ñòîëêíîâèòåëüíàß ÷àñòü
ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè íåîòðèöàòåëüíà. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå
èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà. Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíà
σ(coll) ≡ −kBc2
∑
(a)(b)
m(a)
∫
dPJ(a)(b)(p) log ((2pih¯)
3f(a)) (271)
â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè ñêîáêè Áîëüöìàíà è ñêàëßðà âåðîßòíîñòè
ïåðåõîäà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå
σ(coll) =
kBc
4
∑
(a),(b)
∫
dPdQdP
′
dQ
′W(p, q|p′, q′)f(a)(p′)f(b)(q′) Y (X) ,
Y (X) ≡ (X − 1) logX , X ≡ f(a)(p)f(b)(q)
f(a)(p
′)f(b)(q
′)
. (272)
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Ôóíêöèß Y (X) íåîòðèöàòåëüíà, ïðè÷åì îáðàùàåòñß â íóëü òîëüêî
åñëè ðàâíà íóëþ ñêîáêà Áîëüöìàíà (258). Çíàê "ñèëîâîé"÷àñòè ïðî-
èçâîäñòâà ýíòðîïèè â îáùåì ñëó÷àå íå îïðåäåëåí.
Ïðîäîëæàß ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèß êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèß,
äîìíîæåííîãî íà ðàçëè÷íûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, ìû ïîëó÷èì
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî óðàâíåíèé áàëàíñà äëß ìîìåíòîâ áîëåå âûñîêîãî
ïîðßäêà. Â ýòîì ñìûñëå èíôîðìàöèß, çàëîæåííàß â ðåëßòèâèñòñêîì
êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè, ãîðàçäî áîãà÷å, ÷åì èíôîðìàöèß, êîòîðóþ
ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãèäðîäèíàìè-
êè. Áîëåå òîãî, êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä íåïîñðåäñòâåííî äàåò è óðàâ-
íåíèå ñîñòîßíèß, è ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå íåðàâíîâåñíûõ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèõ ïîòîêîâ. Òåì íå ìåíåå, ñàìà ïî ñåáå ôåíîìåíîëîãè÷åñêàß
ëèíåéíàß ðåëßòèâèñòñêàß ãèäðîäèíàìèêà îñòàåòñß îäíîé èç ñàìûõ
ýôôåêòèâíûõ è ïðèâëåêàòåëüíûõ ìîäåëåé â êîâàðèàíòíîé òåîðèè
ñïëîøíûõ ñðåä.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß
Ó.7.1. Äîêàçàòü ñâîéñòâî (254) îïåðàòîðà Êàðòàíà.
Ó.7.2. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè - èìïóëüñà, èñõîäß èç
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèß (247).
Ó.7.3. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè, èñõîäß èç êèíåòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèß (247).
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